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内 容 提 要 

本 书 根据 作者 近年 在 微分 方程 的 白 适 应 小 波 方 法 、 励 散 度 小 波 和 庆 旋 度 小 波 构 造 太 
不 应 用 方面 的 研究 成 果 编 写 而 成 ， 号 在 简 旨 介绍 盛 散 度 和 无 旋 度 小 波 的 基本 构造 由 路 以 
及 在 流体 和 岂 做 场 计算 等 领域 中 的 潜在 应 用 . 本 书 主 要 内 容 包 括 Stokes 问 题 的 白 适 应 小 波 
解 、 无 散 度 小 波 与 Stokes 问 题 、 区 域 上 上 的 HM 无 获 度 多 小 波 、 括 值 励 旋 度 小 波及 应 用 、 方 
体 目 插值 左旋 度 小 波及 应 用 、 敌 形 区 域 上 各 向 异性 无 旋 上 度 小 波 等 ， 

本 书 适 合 从 事 微分 方程 数值 解 ， 特 别 是 流体 计算 和 电 伐 场 计 算 等 相关 领域 的 研究 人 
员 参 考 使 用 . 
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自 20 世 纪 80 年 代 中 期 以 来 ， 小 波 分 析 迅 速 发 展 . 基于 小 波 分 析 的 数值 方法 得 到 了 许多 学 
者 的 关注 ， 尤 其 是 作为 自 适 应 有 限 元 方法 的 一 个 补充 ， 自 适应 小 波 方 法 被 越 来 越 多 地 应 用 到 
求解 算 子 方程 的 数值 解 上 . 它 包含 线性 问题 、 非 线性 问题 以 及 发 展 类 方程 ， 即 与 时 间 变 量 有 
关 的 方程 . 

在 自 适应 小 波 方 法 中 ， 用 来 描述 逼近 解 的 小 波 基 函数 和 自 适 应 有 限 元 方法 中 的 网 格 扮演 
着 相同 的 角色 .小 波 能 够 被 广泛 地 应 用 到 方程 的 数值 理论 中 ， 是 因为 小 波 基 可 以 刻画 函数 空 
间 ， 并 且 用 一 大 类 算 子 的 小 波 表示 矩阵 具有 拟 稀疏 性 质 ， 从 而 具有 快速 算法 . 

为 了 更 好 地 理解 自 适应 小 波 方法 ， 本 书 首先 介绍 了 Stokes 问 题 基于 混合 弱 形 式 的 自 适 应 
小 波 算法 . 尽管 混合 弱 形 式 的 自 适应 算法 同时 得 到 速度 和 压力 的 自 适应 逼近 解 ， 但 相应 算 子 
的 非 正 定性 导致 许多 额外 计算 . 另 - 方面， 为 了 分 析 流 体 的 流动 ， 人 们 更 关心 Stokes 问 题 的 
速度 场 ， 鉴 于 速度 场 的 无 散 度 特点 ， 利 用 无 散 度 小 波 更 加 自然 . 为 此 ， 进 一 步 介 绍 了 无 散 度 
小 波 在 Stokes 问 题 自 适应 小 波 解 中 的 应 用 . 由 于 基于 无 散 度 小 波 的 自 适应 小 波 方法 的 本 质 是 
处 理 椭圆 算 子 方程 , 进而 详细 地 讨论 了 椭圆 算 子 方程 自 适应 小 波 Galerkin 方 法 的 误差 分 析 . 为 
了 更 好 地 理解 无 散 度 小 波及 其 应 用 ， 本 书 还 详细 介绍 了 区 域 上 的 HM 无 散 度 多 小 波 . 

由 于 描述 特定 电磁 场 现象 的 Maxwell 方 程 中 涉及 旋 度 算 子 以 及 无 散 度 向 量 场 和 无 旋 向 量 
场 ， 构 成 了 向 量 世 的 Helmholtz 分 解 ， 并 且 这 一 分 解 被 成 功 应 用 于 计算 二 维和 三 维 Navier — 
Stokes 方 程 的 非 线性 项 以 及 流体 速度 场 的 数值 模拟 中 . 本 书 的 第 $ 章 和 第 6 章 主要 介绍 了 无 界 
和 有 界 区 域 上 基于 Hermite 样 条 的 插值 无 旋 度 小 波及 其 对 Besov 空 间 的 刻画 ， 同 时 还 介绍 了 二 
维和 三 维 空间 中 满足 片 边 界 条 件 和 切 向 边界 条 件 的 各 向 异性 无 旋 度 小 波 . 

本 书 的 出 版 得 到 国家 高 技术 研究 发 展 计 划 〈863 计 划 ) 项 目 〈2012AA011005) ， 广 西 自 
然 科 学 基金 创新 研究 团队 项 目 〈2012jjGAG0001) ， 国 家 自然 科学 基金 (11201094) ， 广 西 
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第 1 章 预备 知识 


本 章 主要 介绍 所 需 的 预备 知识 ， 首 先 简要 介绍 多 尺度 分 析 与 小 波 的 基本 思想 ， 其 次 ,给 
出 无 散 度 小 波 的 基本 原理 ， 最 后 ,简单 介绍 最 佳 副 近 和 Hermite 样 条 的 一 些 基本 知识 


1.1 多 尺度 分 析 与 小 波 


首先 介绍 小 波 分 析 的 核心 概念 一 一 多 尺度 分 析 (МКА) , 它 由 法 国 数学 家 5. Mallat 和 
Y. Meyer 在 1986 年 共同 提出 . 它 是 构造 小 波 基 的 基本 方法 . 

定义 1.1.1 B[V) z 是 ZCR) 的 闭 子 空间 序列 , 如果 满足 以 下 条 件 ， ш SLA ez 为 
PCR) Ё) MRA. 

C1) ЮЕ: УСУ, JEZ. 

(2) 基 的 存在 性 : 存在 函数 Gg (xe Vy 1848 {69,00 ke Z) 构成 子 空间 Vo КО Riesz 基 ， 其 中 


pD x=, j, ke Z. 

(3) 伸缩 性 : fe У, 4AM ODEV JEZ. 

(4) 逼近 性 : |={0}, UV = POR). 
这 里 , Дд ОЮ 称 为 尺度 函数 , V, ЖКА RSE H. 

H (3) 可 知 ,任意 两 个 相 邻 子 空间 之 间 相 差 一 个 二 进 分 辩 率 . 也 就 是 说 ， 只 要 知道 任 一 
子 空间 中 的 基 , 就 可 通过 分 辩 率 的 二 进 伸缩 得 到 相 邻 子 空间 中 的 基 . 再 由 《〈2) 便 可 构造 出 所 
Тє 2Z) 中 的 Riesz Ж. ERE, {д,О0=2200/ х—Ю|Еє 如 构成 太空 间 的 Riesz Ж. 

因为 人 7} a PELRA, 而 是 单调 的 嵌 讲 子 空间 序列 , 所 以 不 能 由 Ce z) 中 的 
ERAR POR) 中 的 Riesz Ж. 因此, MRA 进一步 的 研究 是 从 子 空间 序列 7} 出 发 , 通过 
补 的 方法 构造 出 PORO 的 分 解 子 空间 序列 人 77}cz Vw = 十 所 )， 即 所 谓 的 小 波 子 空间 序 
列 . 这 里 十 代表 直 和 , 不 必 是 正 交 和 , TESA ЕН © Zea. 具体 的 做 法 是 从 万 的 基 构 造 出 
万 的 基 , 然后 合成 全 空间 LCR) 的 小 波 基 . 

当 Riesz 基 古 特殊 的 标准 正 交 基 时 ， 上述 多 尺度 分 析 称 为 正 交 多 尺度 分 析 . 由 于 正 交 小 
小 的 紧 支 撑 性 和 对 称 性 不 能 够 兼容 ,在 应 用 上 人 们 常 选择 双 正 交 小 波 . ZC(R) 中 的 一 对 双 正 
区 MRA 是 指 其 对 应 尺度 遂 数 满足 双 正 交 关系 

(0, до) бу. 
H MRA 的 伸缩 性 质 , 存在 xX《Z) PROPS (А, 《〈 称 为 低 通 滤波 器 ) 满足 细 分 方程 


无 散 度 和 无 旋 度 小 波及 其 应 用 .ee asas ОННО 
P=] hó, ОО, 
keZ 
两 边 同 时 取 Fourier 变换 得 GQ2O=m (Hd O. 类似 地 , AE (А, | 满足 
GO й, BD GQO= MOG. 


ZH, 
m.( b= Yh, mk f= Zhe”. 
2 kez 2 kez 
iW yG) Fl WO) 分别 是 上 述 两 个 MRA 对 应 的 小 波 函 数 ， 则 存在 02020) PEPSI g) 和 
Га) ( 称 为 高 道 滤波 器 ) 满足 
убд=у, Br P11CX) , Сд=у, 8,0100) . 


keZ keZ 
j Jp, 0QO=n( OKO, фода, (HHO. ХШ, 
1 -ikE ~ 1 ~ i 
поб = > gE ке, йу =e > ge ke 


kez keZ 
而 且 下 列 双 正 交 关系 成 立 : 
mE D+m EHT EFT, 
n Ding +n EEDA ETD, 
Mo 29, +m, EHTA EFT , 
nC Әл E+ ng E+ mig E+) =0. 
结果 表明 : 给 定 POR) 上 的 双 正 交 MRA, 构造 双 正 交 小 波 的 最 简单 方式 是 取 
g,=1(-D Th, (1-1) 
E=: LDT h. (1-2) 
W /Coe POR) 在 子 空间 万 上 的 投影 系数 为 cl,， ТЕЙ, 上 的 投影 系数 为 d, ，. 取 j 充分 大 ， 
РОО 有 以 下 的 塔 式 分 解 : 
ДО) == а К 


=}, 4 аиа У, Ck Фр 
Е 
р> аа, а jart Cjr h-z 
k 


下 面 是 以 (R) 上 的 塔 式 分 解 图 ， 如 图 1-1 所 示 . 


W, W, 


图 1-1 塔 式 分 解 图 


四 


ee oti OO 预备 知识 
小 波 的 生命 力 在 十 图 1-1 所 示 的 塔 式 算法 有 下 述 快速 的 分 解 与 重 构 算法 : 


с), ед {20е * hb, а =), Eet jpa 42 сц * 8) СЮ; 
reZ 


е7, 


Ca У (h осо )= (12 су) hk t 2а) glk) . 


tez 
Jab, ARR h EGOS, BIELA ROSA k). 
例 1.1.1 be, 6 Ak N W: B- 样 条 函数 ， 它 的 Fourier 变换 由 下 式 给 出 


N 
N кё) sin = 
ooe 2 
2 
Жн, ШЖ МЕЙ, Д0; WR N аў, 则 大 1. 特别 地 ， 
ltx, —1 < x < 0, 
L 0= x<], 
P= о 其 他 „фОх=+1—х, 0 <х 1, 
0, 其 他 . 


= 
> 
V 


H N+Ñ=2p, N ФО) 的 对 侦 函 数 中 支撑 最 短 的 是 


1 = 
Cy POW E= Qn) T] „27. 
J5! 


ikë Ñ —] 2n 
ey em (=e 2 СЭ Xc; u, sn . ААЛЫКЕ PEAR ЛУЧ ра ЖУ 


i у S . 
HA? mle | 
169, е мой $+), д) 


vw =e? No (E+ 92) 


20 诗 纪 90 乍 代 中 期 以 来 ， 内 为 其 相对 小 的 支撑 利 更 适当 的 对 称 性 ， 多 小 波 的 研究 引起 了 


人 们 的 极 大 兴趣 .在 这 里 ,我 们 只 介绍 共有 滑 个 生成 元 的 情形 . MRA 的 概念 类 似 于 定义 1.1.1 


> 


AHER 你 (zx 一 内， ф°(х—п) |пє 2) RAK V, 10 Riesz Ж. -—Я] MRA ХЕ ЖЕНА ЛУК 


ЕЕ D=C 9", GY" A B=, G" WAL (ду, 8, = 5,5, ， 向 最 形式 的 细 分 方程 为 
Ф (x)=) Н,ФО0х— п), Ф =F Н,Ф Qx—m, 


nez `e Z 
HOH, H. AB. 4 2X2 和 矩阵. Fourier 变换 形式 为 
ФОд=Н2Ф (2), PQA AAEE. 


RE, MOLZ не“, AALY Йе”. MNE 


nEZ neZ 


POFA, FOH=F Ф002), 


ШАРТ ОШ 
Ж, Е o= Vvhew, Ё o= LË”. ЖИН 


HCOBCOFH EFORCE)I, 
FOPA Fl E+ E (Еп) =, 
НО ӘЁСӘ+Н(&+®)Ё(\2+т)=0, 
FCOH( E+ FCEH) ACE+m=0 . 
在 单 小 波 理论 中 , 双 正 交 小 波 可 以 通过 式 〈1-1) Als (1-2) 得 到 . 因为 矩阵 乘法 没有 
交换 律 ,所 以 构造 多 小 波 没有 类 似 于 式 (1-1) MA (1-2) 的 简单 公式 . W 
FO Ep 


— 1 1 2 2 1 1 2 2 
= У; салал ОЪ а => di Wie : 
keZ KE 了 keZ kez 


则 下 列 分 解 重 构 公 式 成 立 : 


1 2 м1 Fl 2 T 
Сс лк» Сўл) 一 DAK Ci ы, ск > 


#Є7, 
1 ~ 
1 2 үг 1 2 T 
(dips Ta = Fe ar, Ge > 
2 21 
1 2 NT_ 1 ж 1 2 т * 1 2 T 
(Chr сә =— H, Кс), сли) TE of dies die) . 


/З 1 
从 一 维 小 波 出 发 ， 通 过 张 量 积 方法 可 得 到 高 维 小 波 : W (ду, (0,0) UR OW), 
(Gy, Wo) Fe POR) PARTIES RE AIR. За I={1,2,--,n}. SER ГС, 定义 


ФО, х) PG Ga). 这 里 ， 
vl 


$= Ф), ve Г, 
166 ver. 


Дф" DOR") 上 的 尺度 函数 . 进一步 , Ж E=: {0 Тр N0), WE CR) 上 的 2 一 1 个 小 波 


函数 zi Ох, X... =: J E, 其 中 
y=] 


FRESE PR SAD) FT ST РА ШНЕК НЛ КЕ X. Sea, 
{Po Wi lee E, j20,keZ"} 或 [vz jnlee Ey, je Z,ke Z") 


构成 COR") 的 基 ， 其 中 Wi p= 12? wi (2 х). Жа А: (e; j, D, SU ai as HPS [A 表示 
对 应 尺度 六 
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ЖИВ, A - 维 多 小 波 通过 张 量 积 可 以 得 到 高 维 多 小 波 ， 设 Од, Osvi wD. GD a 
WWD AO. ó; WWD) (87,927 ;WW ,六 7 ) 是 CR) 上 的 两 对 双 正 交 多 尺度 函数 和 多 小 


W. $ тт, m,m, )E{1, 2}" . 对 任意 子 集 7 CI, EX Mme sm Це, yOu). 这 


ш, 
«= ve Г, 
Om,» vel. 

Wor, me{ 2}'} 20 LN TS RM. 进一步 ,定义 


r 
We, mi> х, е, w =]: A am, yC х,) 


r 一 
Фу» e, 一 0 > 
r — 
Wim, v» e, =l. 


ЖА (рт CEE, mefl, 2}"} Ж PCR") 上 的 2"(2" 一 D) 个 多 小 波 函 数 . 多 尺度 函数 和 多 
小 波 的 对 偶 也 可 类 似 给 出 . 


12 无 散 度 小 波 


无 散 度 小 波 的 研究 始 于 20 世纪 90 年 代 初 期 ,当时 有 两 种 不 同 的 构造 : 一 种 是 由 Battle 
和 Federbush 给 出 的 ; 另 一 种 是 由 Lemarié 给 出 的 . 前 者 是 正 交 小 波 , 但 不 具有 紧 支 撑 ; 后 者 
构造 的 是 具有 紧 支 撑 的 双 正 交 小 波 , 而 且 双 正 交 对 中 只 有 - -个 满足 无 散 度 条 件 . 同时 Lemarié 
证 明了 二 维 无 散 度 小 波 的 正 交 性 和 紧 支 性 不 能 兼容 . 1998 Æ, Lakey 和 Pereyra 将 此 结果 推广 
到 任意 维 数 ， 从 应 用 的 角度 来 看 , Lemarig 的 工作 更 加 值得 重视 , 他 的 构造 基于 两 对 满足 某 种 
微分 关系 的 多 尺度 分 析 , 然后 利用 混合 张 量 积 得 到 双 正 交 向 量 小 波 和 无 散 度 小 波 . 此 外 ， 
Urban 还 于 1995 年 讨论 了 非 张 量 积 无 散 度 小 波 的 构造 方法 ， 目前 ,大 多 数 无 散 度 小 波 的 构造 
都 遵循 Lemarié 的 思路 . 它 以 下 列 事实 为 基础 ， 

定理 1.2.1 HO, 如 ) 和 (G1, YBCO) + NAA RENE RE RKA 
波 ,并 且 册 ,由 E 瑟 (CR)， 则 存在 同一 空间 中 另 一 对 具有 紧 支 撑 的 双 正 交 尺 度 函 数 和 小 波 
(фо WO, Hor Wo SHG), Joe H'(R)), 满足 


d а -~ - - 
0000—0070), OLVAD, 


r 一 


d 4. _ 
qf OAV, le -4(%). 
ха ИБ, НСО) RRK Q c R” EM Sobolev 空间 . 具体 定义 为 
meo: | fe PCO) [Ze PCD, i=l, 2,0, 中 
x; 


无 敬 度 和 无 旋 度 小 波及 其 应 用 . 


. 它 关 于 内 积 


其 上 的 范 ТА 


Ды» 


(S, g) p= gori, а, 


je 个 Hilbert 空间 , 其 中 导数 是 指 分 布 意义 下 的 导数 ,，(f. g) ELCA 中 的 内 积 
例 1. 2 1 在 例 1.1.1 中 , ДИ N 为 奇数 ， АШ 


E вод= =y A OX—D, or ян OOO = N, #8Cx+D— у, #000; 
d — ~ sd К 
а^ WY OO=4 a, ОО, 4, Vor м-1, WHY. 
类 似 地 ， куан, 则 有 


E фОд Фо), 6GO, La кво йод, GD; 


а 
a” VOS- 41 WO, 4, WOO= уз, ян), 


证 明 只 证 明 N 为 奇数 的 情形 , N 29 ВСТА. 


N 
d ig sing 
É О (ф=&&Х‹ Ә=йде 2 "N , 
2 
000—100) 00 ает) 1000) 
№—1 N 
ig £ sin Š ig sin Š 
=2е “sin Z =ige 2 
2 2 


d ^ | 
在 区 so) (Э=С„_,дОо—„_, ONCA RI m FAIS Fourier 变换 可 得 第 一 个 等 
sk. 下 证 第 二 个 等 式 : 
а - ^ _ io 
(ж. Ñ+ jj C= iS yy 4 POD YA=iE2n) 2 П Ац, кы О?” 5 
N+W 


1 _ NHL 1 А 2п 
_ ә tt ( E 5ч 
=i&(2n) H Ë 5 J > Cri а, Ë £) . 


п=0 


_ _ ñ _ le | 
Cy, PAD y, ФО Се) Gy 00 OD Ол) TT yg tig PID 
jel 


N+N 
_i2 /i¢ -j Ñ l о o N2a 
一 (ex 4) (2n) эе 2 (28) У Cri (s25) . 
2 п 


j=l 


ee ee 第 1 章 预备 知识 
只 须 验证 
«е + =» 
М eg „А “уэ, 
事实 上 ， Ce*—D[ [e 2 =Ce*—D e Эл (ер) е З-за. СЕ “é 
j=l 
sin ° < 
一 +, 所 以 | [oor 5 ап . 第 二 个 等 式 得 证 . 注意 到 
2 
d wo) OE, sp O=ike? ml Š +] dE 
ane nM x =i N, RY ¿)= ie N, Ñ Mo F117 we s) 
= N 
ig (+5) £ N “ae 1 2n i sin 
—; E, 2 4 2 5 x n 。 © л -& 4 
ife?e CEB) 之 Сына, CEB) e 4 w 
4 
9) 7718, 
站 一 一 一 一 一 ~ 
wo, mn Y=? wo, w+ Gos 42) 
ig 元 N+1 Na E 2n sin” m 
一 ?> sS rZ n 5 д 4 
е СІ + ) > Саня А СЕ ) z 
4 


ST ič i č 
ме Ше TA =) 
4 
事实 上 ， ot) тане ŠT 一 人 人 = 、 
ige е Z Asin 2 4cos ШЕ . 第 三 个 等 式 成 立 . 下 面 证 明 最 后 
4 
一 个 等 式 : 


E RH 29) (=i WoL, кы = ie? N- wm E+) +}, + i$ } 
ig N-1 Р 
КРЕ £ n a ~{2? 
=iée? С (© +1) (2л) z П ма p o 122 £) 


ië N—1 l < L; _ —— —; 2n 
“3 一 一 2 J Ñ+ 2 п А 2 J 
=ige? Ë НЕ) (2т)? [| 4 E) > См, Ë 4 E) . 


Шы! 


AF, 有 
А и 7 N , к {үл No le > 
vn =e sm aJ, TOR G 5) (2л) Шат £ 


іё {ёх £ л N læ inte y Ñ — А 2) 2n 
06 ICES) Qr) Ie 4 Ë £) > Co n Ë | . 
因此 ， 只 须 验 证 


со -j i © х со _ ë 
¿J ]cos2 е he Ee 4 . 
905 4 4 2 


^1 


-j {Er inte 

жы eet @ мдш (+ s аб 

事实 上 , i¿] [cos © Aisin Š, А бот 4 一 4isin 全 . 
ад 4 4 2 4 


由 定理 1.2.1 中 的 两 对 双 正 交 小 波 做 张 量 积 可 以 得 到 CR" 中 的 个 双 正 交 向 量 尺度 函数 
Pix, ху, бе, x= ФО! Ох, X, зз, x) 6, 1Si=n 
All и (27—10) 个 小 波 函 数 
Ú, (a, ху, с, x= y a, X, "5 X) ó, e€ Е, 1<i=<n. 
因为 ee ,所 以 存在 ie {1，2, …, n 使 得 ea =1. ЖЭР, 定义 (n 一 D) (2 一 DD) 个 无 散 度 
小 小 函 数 


oi: yt *!б,, ee ЕЁ, ізі. 
e “i 4Əx ° ig? п? е 


容易 看 出 其 对 侦 为 ZY 二 б, ee ЕТ, i> i, 

注意 到 这 些小 波 均 定义 在 全 空间 R” E, 而 在 实际 应 用 中 需要 的 是 区 域 上 的 无 散 度 
小 波 . WT CI, $,=5$(Ф/)=с1оз„врап {ф/ [дє 1} BS, =S (Ф/)=с1оз„зрап {фт [Ae L} 
ELC 中 的 紧 支 对 偶 多 尺度 分 析 ， 其 中 也 表示 尺度 函数 的 子 标 集 ， 对 应 的 双 正 交 小 波 
空间 是 W =S C= clos span {yj |де Ji} 和 W,=S( Y= clos 2 span {7 |де L| . 这 里 
JAG, e, Dee Е;, ke J, | 表示 小 波 函 数 的 子 标 集 ， 进 一 步 假 设 , 对 任意 ee E* ,存在 
Бє 人 2,…, n} 和 we R\{0}, 使 得 


9 1 =a gy? 
а, Бе АРТ (1-3) 
д i j i 
yl =2/ ay", ke (1-4) 
Әх, © 
д ii j i s; 
—w a= 2 у дү yi pei (1—5) 


9х, ке Ag 


Al 预备 知识 


成 立 , HP HA, < C R. У y| < C, CHPRMTG, j, е, 从 的 常数 ， 


7 
对 了 一 : 作 …， mr 和 了 三 :人 …, n) J, FEM 
B=: E, =O T= Vi, Yo. 
S у=: ul 7 Ж p=: G, дє. W =: {gAV} Ф=:{#,|йє у} 构成 
LOD 的 双 正 交 小 波 基 .， 进一步， 从 参考 文献 [24] 和 参考 文献 [25] 可 知 
UHE yg, vgs l ra, 405, (1-6) 


这 里 о>”, Bon, (А, A=? dist (supp supp) , Ж] В} Ж g=(u, uy, Up) ， 


n 


пастии), ña, p= 3 22. 2 其 中 “Vv” 表示 梯度 算 子 . 令 


i=l j=] Ox, Ox; 
VI=HG, je, Ю|]®0,еє En i*i, keJ „|. 
对 任意 的 三 G, je bev”, PRENE 


‚Ө 
Е 


EX Ну; 2) 一 :性 e PUD” | divē=0}, HC div; 2) = : clos geai: oCo С)". 


Lyt 1б. (1-7) 


j,e,k 


pr = 8—2. 


一 ||2 
Жи, 四 D =:[ў (ду аъ, 进一步 , 记 
H0(div; D =: H,(div; DN H°(div; Q). 
ШЕ ДЕЕ Чулу 
定理 1. 2. 2 БЕЛМ: Ae Vv? 1] 构成 HaCdiv; Q) BJ Riesz 38, Н. 
_ ay. 2 

È с | соу У 24|. 

Деу“ Дет 
进 一 - 步 , Ф у=: U J,. 对 4= Ge Ює У, 定义 

320 


P= y S, (1-8) 
MHAD =: SF, MI (div; D =H div; DE HAO) . 
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H E ЧЕЖЕ RS BJ Y WE E e Ë N— 项 通 近 . 为 此 引入 离散 空间 如 . W 
0<z<2, 42(V) 表 示 所 有 Ve COV), 满足 | 


1 
— 一 —%* 
|У [есу ==вирпт v, < оо, 


п>1 


10 OY EIN RD о. 


Жр, v E v| RE. EX llev = Pleo Hlev, WARE PBB 
性 质 1.3.1 (1) OWI cV) Blew «|с. 
(2) 对 re (0, 2), CCW c LCV) НЯ < ls. 
(3) ve XV) StF HAE Vi, |>e}<Ce*, 且 最 小 的 常数 CBF, 


Ley)” 
1 

(4) Жу, бє 10У), ШШ» + alev < max {2, 27 |1 +@ есу). 

证 明 ERA < у, Г, 则 ev < llev. 


下 面 证 明 (2) ， 只 须 证 明 
N ; z 
N T 
Br) < (Sur), ose, veo 
п=1 
1 
х1]. Айше усо дв. их 


ког РОЙ 


j 是 递减 的 ， 事实 上 ， 


一 -中 r 

„|| _ 
—* ЕЕ 
vi 


J 是 递减 的 , 所 以 [= 


УУ 


п 
n=! 


FAREL 105 


—* 


niv 


T 
N —* 
— Vn 
—* °. 
n=] v 


ps Ни. 因此 ， 1.05, zil) 


ж 


因为 (2 ү [= 
是 递减 的 . 


1 
证 明 (3) , HHE supry < оо, JJ 


п21 


ICON 


1 T 
Hae У|у,| > ele < n (y < [sper =: Pi 
n= 


因此 


-T 


Ace V| |2, е 
#4e У[ |> €} <| 


Lev) 
MUR леу |7 [2С er, Resy, Mi 
ле у |9,27). 


К HAE у|, |29) 22и, Япо < C. ж-ж 
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1 


1 — 
Play, =:supn'v, (Or. 
r n21 
(4) 由 性 质 G, 有 
#{Ає У|у,| > є}|<|у Усу) © g", 
{єз е". 
而 且 
se 9тө, > е] ас |> a {дє |> а 
2709 v|, o НӘ) e* 
因此 
[+@,&2 diy Pev КЇ) 


iz 
因为 对 0< т<1 Fil a, b>0, сау <2 (ats), 所 以 


到 二 可 ww < max (2, 27) (Plv ај). 
最 后 , 由 定义 得 
[F+ Sliv < тах{2, 2°} (Irie 十 | 可 sw) 
对 Ve CV), REN 项 逼近 误差 定义 为 
Ow(V) =: < nf са . 


下 面 的 结论 取 自 参考 文献 [26]. 
定理 1.3.1 设 s>0， 1-1, 则 Ve £7) 2 o (Y) < CN”. 
T 


注 记 1. 3.1 上 述 估 计 可 进一步 量化 ， 事实 上 ， 


OVP) PPP 2 => Gels кт т 
<f жу) |: x а= wk v) 2— aN”. 
Alle, HVE LW), WDEC ge, NSERC = LE 
И —т 


1.4 Hermite 样 条 及 其 性 质 


Hermite 样 条 是 研究 小 波 分 析 的 重要 工具 ， 本 小 节 介 绍 其 定义 和 基本 性 质 . SEMET Ze 


12 PVEBRAERRARRREN оо. А БО 


示 两 个 3 次 Hermite FE: 
Et (x) =: (—3x2—2 x Hi, GD + 0—3х2+2х9) Yo (ә), 
EPO) =: (x+2x?+-x?) Ani, + (x—2x” +x) ду, 00. 
容易 验证 кос D 是 连续 可 微 的 , 而 日 


=ó, д, 


m-1,v 5 


ke Z, ve {0,1}, me {1,2}. 
类 似 地 ， 两 个 2 次 Hermite 样 条 为 
$ Од==:(—6х—6х) уо 
& Од) = 1044x4327) дүк 0—43?) Ko, 
WA, 2 是 连续 的 . Ж-Ж, 


ED =S, ðn |, Oo 6, б, kE Z. me {1,2}. 
BERKE E Е 和 ш 之 间 的 微分 关系 
fey 一 二 (站 一 所 GD， (1-9) 
dx 
ду у 
SO = SG. (1-10) 


定义 太一 :clos „врап{&+,, |me {1,2}, ke Z}, MJ V7} A PCR) PROBES MRA, R. Vite 
Vins PREIA W =<:с1оз„зрап{ук ,,|me (1.2), ke Z), IPOS: E-D, m=1,2; 
m C= 16; Q. D (2-2); g, 2G (2D, 这 里 的 伸缩 平移 是 指 п, (20 07. ). 
容易 验证 微分 关系 


Emo =27; C) (1-11) 
以 及 插值 性 质 
人 

Д6 上 = 5.0, | è N Dds = ó, (бад), 
а” 
dx” 
为 得 到 双 正 交 分 解 ， aie К ШШ. 

1-0, ae % , & A 1,0)> = 05 


55 十 7 (4 万 ú 1 ' 1 7 
f=: 9 7 am = ór, ӣ з=: 7 «байсал 


7]; (ЖЕ 2” 6, Ona, УЄ {0,1},Кє Z. 


Аа, дуб, mah ati б— 5 Hon: 


对 应 式 (1-9) . Ж (1-10) 5 (1-11), кйш: 和 mm. 下 列 微分 关系 : 


ae нану 13 


KESED -&, 265-8 a=- те, _ (таз) 
为 引入 高 维 小 波 , X c=: 2, 3}, 72 
Гг. Ši» vel’, i __ a ,一 =0, 
— ver Mame! Me 01. 
MJ LOR?) 中 的 张 量 积 尺度 函数 和 小 波 分 别 为 


3 
Фф Ооң, ху, X.) PIESA „Оң, 0, X, =g 


“m vy) 
其 中 ，ee E, =:10, Ір 40), m= (т, m, т)є 11, 2). 
定义 Hermite 内 揪 公 式 : му: у X> (LG ALn M 


keZ? me 1, 2} 


eos э NaN iy 161. 


жиш (у, ае 1) Е | ) &). Же (у, 75 a) RIDESHARE - 
АЕ: впива 2 的 多 项 式 全 体 , 则 当 PerM, (Р, 72) =0 


第 2 Ж Stokes 问题 的 自 适应 小 波 解 


在 本 章 ， 首 先 给 出 Stokes 问 题 混合 能 形式 的 一 种 相对 简单 的 Richardson 和 迭代 方法 ， 然 后 引 
入 算 子 的 精确 应 用 并 设计 适当 的 迭代 算法 ,最 后 给 出 算法 的 误差 估计 和 计算 复杂 度 分 析 . 


21 上 自 适应 小 波 方法 与 Siokes 问 是 


第 一 个 自 适 应 小 波 方法 由 Dahlke 等 人 首先 研究 出 来 ， 它 保证 了 不 同 层次 的 逼近 误差 以 固 
定常 数 倍 减 少 从 而 保证 了 逼近 的 收敛 性 ， 这 已 经 较 自 适应 有 限 元 方法 前 进 了 一 步 ， 然 而 却 
没有 给 出 逼近 误差 关于 自由 度 的 衰减 速度 ，2001 年 , Cohen, Dahmen 和 DeVore 在 参考 文献 [48] 
中 首先 分 析 了 上 述 自 适应 方法 的 逼近 误差 关于 自由 度 的 指数 衰减 速度 由 于 指数 的 变化 范围 
很 小 , 他 们 构造 了 另 一 种 自 适应 小 波 Galerkin 方 法 , 其 指数 衰减 的 范围 完全 由 所 选择 小 波 基 
HORER RERE. 同年 , 三 位 作者 又 在 参考 文献 [53] 中 针对 一 般 的 算 子 方程 组 (包括 椭 
圆 算 子 方程 和 Stokes 问 题 ) 构造 了 自 适 应 小 波 方法 并 分 析 了 其 指数 衰减 速度 ， 与 此 同时 ， 
Dahlke, Dahmen 和 Urban 在 参考 文献 [55] 中 针对 鞍点 问题 构造 了 一 种 自 适应 小 波 方 法 并 分 析 了 
其 指数 衰减 速度 ， 并 以 Stokes 问 题 为 特例 ,通过 引入 散 度 算 子 的 精确 应 用 优化 了 前 期 工作 . 

Stokes 问 题 是 流体 力学 中 最 简单 的 数学 模型 ， 它 可 描述 黏 性 不 可 压缩 流体 的 流动 . 设 
ОСЕ" 为 有 界 连 通 具 有 Lipschitz 边 界 的 区 域 ， 本 文 关心 的 Stokes 问 题 为 


-Ай-ЕУр=/], 
div g=0, (2-1) 


й 


а0=0, [P dx=0. 

这 里 这 (u, uy, +, u) 代表 速度 , p 代 表 压 强 . 无 散 度 条 件 div 0—0 表示 流体 的 不 可 压缩 性 ， 

gO 猎 述 的 是 攻 性 流体 在 边界 上 的 无 滑 移 条 件 ,而 [р (2) 4х=0 表示 流 休 所 受 的 合 外 力 为 堆 
研究 Stokes 问 题 的 自 适应 小 波 解 : - 般 都 考虑 其 混合 弱 形 式 ， 即 对 任意 的 7 一 (wy v +з, v,) 

еН» =: XF ge DC Q) =:fve PQ): | vd de=0|= :M ,讨论 下 述 方程 : 


(Vi, Vi) — (p, div) =(f, y), 
4 (div i, g) =0, (2-2) 
200, 1рСдйх=0. 
2 


š 
хш, НСО) 是 CF (Q) Е НСО) 中 的 完备 化 , 即 НСО) =: clos a C5 CQ); H 00) RR 
HLD 上 所 有 有 界线 性 泛 函 的 全 体 ; (，) 表示 Sobolev 空 间 本 (QP 和 HQ 之 间 的 对 偶 积 ， 
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ПС) 表示 通常 的 内 积 . вй, Є XKpe М, іп 
ди, ду, 


ali, v) =: (Vg, уў) = У | 一- 一 dx , 
i, =i? ox, Өх, 


Кр, 9 =:-(р, div Ð). 

AS Sy RE al. -) Æ Hilbert E XXX EWA ЖАД ЕЕ, аса, o) < Call, [9], 因此， 

存在 有 界线 性 算 子 A: X > X ERa, у) =a, Av). 9, ШбоЬоеу АН] LAE аС-›.) 

还 是 正定 的 , 即 存在 9 > 0 使 得 a C5, 二 05|. 06, 0р, 总 是 MXX 上 的 有 界 双 线性 

ER, Вр, D< С|в],„ 19|, ,所 以 存在 有 界线 性 算 子 电 : — М 使 得 bp, ?) =(р, BY). 最 
Ja, 式 〈2-2) 等 价 于 算 子 方程 组 


mmli o Лат” Е 


FEAR (2-3) AWER, ПИЕ О<с<С 8 
elU lexu SIEU] < c|u| 

通过 选择 速度 空间 和 压力 空间 中 两 组 适当 的 双 正 交 小 波 基 可 对 式 〈2-3) 进行 离散 化 : 
ж у=, 4 E Jy) EX 和 由 = 例 Aye Jy} BE PCO 中 的 双 正 交 小 波 基 .YP 二 {Wi ， 
Ам © Sy} Ë=, Au © Sy HE PCO 中 的 双 正 交 小 波 基 . 小 波 基 能 够 刻画 函数 空间 是 指 : 
对 任意 的 ze ХЖрє M ,存在 WE СЛ) Mpe lp u= РФ, p =p Yy, Н. 

с leoo Säle < € leo 11 Shely < Chal,, 

Hh, D= lS 0) хсл EREE. 4 A= Dy (Py, AP ) Dy, В=(Ф„ BY Dy, 
7=ру (Фу, f), WR (2-3) 等 价 于 离散 线性 方程 组 


(ШЕ о = 


XXM* 


TAR (2-4) 也 是 适 定 的 ， 即 存在 常数 0а CAE c |0], EUa S clla 进 一 
步 ,矩阵 亏 是 正定 的 ,而 且 下 列 不 等 式 成 立 : 
с. 181, Calley 
[В ДЕ < G, [су > | В "р сұ) = Cs [Plea . 
4¢=min{ci, c2}, C=max{Ci, Co}. 容易 证 明 
[Elec 101, < [82 (2-5) 


综 上 所 述 , 适 定 的 Stokes 问 题 等 价 于 一 个 适 定 的 离散 线性 方程 组 ,而 且 式 (2-5) 成 立 . 因 
此 只 需 选择 适当 的 数值 方法 求 式 〈2-4) 的 数值 解 即 可 ， 这 一 方法 可 行 的 原因 在 于 一 大 类 算 
子 的 小 波 表 示 和 矩阵 具有 拟 稀 朴 性 质 ， 所 谓 表示 敌阵 A= Са, „О, ayer, 是 拟 稀疏 的 ,是 指 


16 Ф eT eat 1 50 7 а 
leap, lS2 td Ay, 2058. 

KHL, dy, А =: grin (xb И) dist (supp (4, ), supp ( Vx? ). 衰减 指标 o> 和 p>n 
分 别 依 赖 于 所 使 用 小 波 的 光滑 性 和 消失 矩 . 在 同样 的 意义 下 ，B 和 B" 也 是 拟 稀疏 的 . 在 许多 
情况 下 ， 另 一 个 较 弱 的 概念 仍 可 满足 数值 求解 的 要 求 : 矩阵 4 称 为 s 阶 可 压缩 的 , 车 存在 两 个 
正 可 和 序列 Ca) SOME (В), 20, 使 得 对 每 一 个 j 之 0, 存在 每 行 每 列 至 多 有 2 oj MAF 
FRERE A, WIAA, 9, <27B, s=: min} 3, Ea) ， 则 参考 文献 

x x H H 

[48] 证 明 : "4 se (0, s ) 时 ,， 拟 稀 朴 矩阵 是 可 压缩 的 . 进一步 ,我 们 有 以 下 结论 . 

引 理 2.1.1 设 == Hre (7, 2), ШИНИ ДЕСУ) 10у) LERRA 

T 

性 算 子 . 

求解 离散 线性 方程 组 的 经 典 方法 之 一 是 Richardson 迭 代 0 1 07" о СЕ 1477). 然而 由 
FA (2-4) PRIER LEC 意义 下 不 正定 , 所 以 上 述 迭 代 不 收敛 . 基于 此 , Cohen 等 人 在 参考 
文献 [53] 中 考虑 式 (2-4) АНИЈЕ ГЕО ГЕ ХУ Вісһагаѕопі 

0"'=0"+ aL F-LLv  . 

这 一 算法 的 缺点 是 : DL 的 条 件数 变 大 使 得 计算 变 得 非常 复杂 . 与 此 同时 , 参考 文献 [55] 
针对 式 (2-4) 讨论 了 Uzawa 人 迭代 方法 ,当然 计 算 也 非常 复杂 . 通过 引入 算 子 B 的 精确 应 用 ， 
Dahmen 等 人 优化 了 参考 文献 [55] 中 的 算法 , 但 他 们 指出 算 子 BB' 无 法 精确 应 用 . 


2.2 Richardson & ft AI $ W j H 


42 RAIA Richardsoni& ft 
ons D+ ж F—Lu") 
求解 算 子 方程 LU 二 F 时 ,要求 存 在 某 个 实 常数 a 使 得 |z 一 а ppl. КЛЕЙ ВН Кісћагаѕопі f(t 
只 适合 于 正定 或 负 定 算 子 . 


引 理 2. 2.1 设 鼠 是 Hilbert 空 间 ， 其 内 积 为 [.,.],， 4 是 瓦 上 的 一 个 有 界 自 伴 算 子 . + 


m= inf Aw, и], M=sup[Au,u]. BJ 
Ш |+! 


(1) Мазаи й, |м) зарн: 


(2) 算 子 4 的 谱 含 于 闭 区 间 [m, M, 而 且 m 和 M 是 属于 谱 的 点 . 
下 面 的 命题 似乎 是 众所周知 的 ， 由 于 它 对 本 书 的 重要 性 , 我 们 写 出 简略 证 明 如 下 . 
命题 2. 2.1 设 是 Hilbert 空 间 , ИАН, . AABALNAA BL E gb Er f. 则 存在 
a>0 &|1—«А|=: о <1, 当 且 仅 当 存在 ct> 0, 使 得 对 任意 的 ue Н, [Au, u]> clu; 存在 
«<0 |1 од: о <1, 当 上 且 仅 当 存 在 cy>0, 使 得 对 任意 的 ve Н, [Au, и]<-с, |А. "4 


ооо 820 Slokes jj MS Aw АЯ И 


2 -一 i FIN -一 M-m 
= hF, |7 ал15 Н. |I— aa] ИР 
证 明 只 证 第 一 种 情形 ,第 二 种 情形 类 似 可 证 ， 先 证 必要 性 : AA [CI— a u, u] < 

pr- aajo, FREI An, ау 9 t=, lf. авн: 由 4 的 自 们 性 | 


a 
204и, 21-02 | dul. ЖИН [Au, и}>сДи[ AA BS Ж Ж, [ао] аас, 
Cul? RO<a< a ‚ Wi-2ae,+ о?С1<1.Ф p=: fl-2ac,+ eC? 即 可 . 


A 

2 

A 

|I— a All max{| inf [(7—@4 и, и], |вир[С/— aA и, u] || =maxí|I— æm], 
“= k=: 


U— аА u= 


利用 引 理 2.2.1(1 )， 


2 
+M’ 


i-am] .车 = р Ahmar 


2m 2M M-m 2 
] 一 一 一 一 ,| 一 =— L 若 0<w< 一 一 
ar | 2) М+т # m+M 


M-m 
M+m 


2 


或 a>> 


则 | 一 c4| 王 max 人 一 aol， I—am|} > 


Ax HiT AE > 
ЖЕМ? . 命题 得 证 . 

注意 到 , Ж СЛ EY (ULU, D)=|ru| XBL CLEC С) 上 是 正定 
的 ， 由 命题 2.2.1， 存 在 a, >0 使 得 | 一 WET] <1. AANE LU=F Ж {Т Г-ГЕ ,在 
参考 文献 [53] 中 Cohen, Dahmen#lDeVoreit И У Richardsoni 48 


2 


2 а |T] 
с . 
ean EW lea 


O"'=0" +a EFL’) . 
这 个 算法 的 缺点 是 ， DL 的 条 件数 变 大 导致 计算 量 增 大 ， 因 此 一 个 自然 的 想法 是 寻找 可 
WEM, 使 得 
(1) 存在 一 个 等 价 于 | Ia, 的 新 范 数 | |. 
(D) 存在 某 个 we R 使 得 对 应 的 算 子 范 数 满足 |7-- ам, Да; 
(3) 由 Mo 导致 的 额外 的 运算 量 可 以 接受 . 
下 面 命题 表明 : ВНЕ 


- 般 不 能 充当 Mo， 
命题 2 2. 2 4 


#iab>0, MUERTE FIG BARA | — ML] > 1. 
证 明 1207, XJ) PRE SHIN AR 


lB | ИЕ ls у) А, acy 


容易 验证 此 内 积 导出 的 新 范 数 | -| 和 | . 儿 x，， 等 价 .进一步 ， 
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м), Olea aca АРВ р, vleup tlalb( Bu, 4)" 
И; oa”) ана athalb (Bp, з), ави, а). 


%ар2>0, ВТ а|5 == |а. 从 而 ，MLIL 关 于 新 内 积 是 自 伴 的 . 


设 pZ0,V=00, D'e [JXJ)， 则 容易 验证 [MLVP, 玉 =0. 从 而 m= E, [M LU, U]<0. 


记 cC4) 为 算 子 4 的 谱 集 , 则 对 Ае c G— up) 
Pl Ake о (ML )). 因 为 ML 是 有 界 自 伴 的 , 所 以 由 引 理 2.2.1 (2) тє o (ML). Ж 
ML|> > | 一 对 . JERS m<0, MA |z—mz| >]. 
Lat EOL Де, 取 
ж-н, 
М„=:| = , 
В -rI 


其 中 , 0<r<cy. ВгатЫейРаѕсіакіЕ н Н: M L 关于 内 积 


(К ) а Naga Pl deuo HE Vay 


是 对 称 正定 的 ， 容 易 验证 上 述 内 积 导 出 的 范 数 | [SOF | |，，，， 由 命题 2.2.1， 存 在 
1 如 = :o<1. 从 而 可 对 等 价 方程 组 M, LU=M,F BATE іспагавопі 40 


Co 
U" l=U"La(M,F—M,.LU  . (2-6) 
кнн 的 计算 , 选择 如 下 的 双 正 交 小 波 基 , > 
=:{¥'6,, i=l, 2, …, n) 而 到 二 :人 i=], 2, =, п} 
ENDRE ЕЗ. хш, J =G. Dlie {1 2,---, n}, AE VE MAG, AEJy, 
„= ү д. R, 令 
P= PV? Ae УЙ „= 002 | v) 
是 压力 空间 M 的 双 正 交 小 波 基 . 而 且 下 列 微分 关系 成 立 : 
007 ру (2-7) 
a P= DAP. (2-8) 
这 里 DO ERARE, MAITERA НОЗЕ. 

从 式 (2-7) 可 以 看 出 : BRATE Р, 中 的 元 素 变换 为 多 ,中 元 素 的 线性 组 合 . 根据 这 一 
事实 , 参考 文献 [56] 给 出 了 B 的 精确 应 用 , 但 是 并 没有 给 出 证 明 . 所 谓 精 确 应 用 是 指 ， 当 和 拖 阵 
В 作用 有 限 长 序列 V 时 可 以 精确 地 得 到 By ， 而 不 需要 进行 近似 计算 . 具体 地 , Wo e СЛ 
BAAR HE Н div DY) =- oe, ， 则 由 式 (2-7) ЯП D® [УЖЕ RT 48 

#supp © < C#supp v. (2-9) 
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进一步 ， 由 B=div 容易 证 明 
Bv= @. (2-10) 
根据 上 面 事实 , 参考 文献 [56] 的 作者 引入 下 面 的 记号 . 
DIV[v] = D, 人 D(A 表示 避 的 非 零 元 素 所 对 应 的 指标 集 ): 对 任意 有 限 支 撑 序列 ye Jo, 
DIV 决定 有 限 支撑 序列 万 eE U OW R div бу! РУР) =- DST. 
有 作者 认为 没有 精确 应 用 .下 面 的 命题 说 明 情况 并 非 如 此 . 注意 到 交 , 中 的 元 素 对 x 
Ri PALEY, 中 第 ;个 分 量 罗 ' 中 元 素 的 线性 组 合 , 我 们 有 如 下 命题 . 
命题 2.2.3 ipe Сл) 具有 有 限 支撑 上 且 V T o= v DP, , VJ #suppy < C#supp p 
НВ р=ү. 
证 明 注意 到 
Әр) (pay) 
У (pH) = : = ;: {ку"р„ф,. 
oP ФӘ) (P,P) 


由 式 (2-8) 和 Р? [КЖ ЕЕ, #supp v <C#supp р. FEWE B p=. 
RX В=(#„, BY, )D2 ,所 以 了 =D (Фу, BY) R 


BD), = У 2l (0, BW?) D (2-11) 
КЕЛУ, 


利用 万 的 有 限 支撑 性 , 式 (2-11) 可 以 写 为 (BP 一 (2 lp, B'E p= Bog, 
рУ) (бур, ), DH =z, у (рт )) = Й P Dy) =). 
从 而 ， В р=». 


类 似 于 DIV, 根据 命题 2.2.3， 我 们 给 出 下 述 记 号 . 
DUAL[p]— (v, A): 对 任意 有 限 支撑 序列 ef”J%),，DUAL 决 定 有 限 支撑 序列 Vl2CJ,) 


满足 V (р P =v DY. 


为 在 下 一 节 给 出 我 们 的 算法 , 下 面 引入 两 个 基本 的 数值 步骤 . 
COARSE [v, 7] > (A, ¥) : 首先 将 v 的 非 零 坐标 按 绝对 值 大 小 进行 递减 重 排 ， 对 应 的 指标 


t, 最 后 , 找 最 小 的 一: BES), > 


RH А*= ay dass Ay) s 其 次 计算 Men = 
М2. A=: {4; 二 1,… ,KK} 并 定义 5 为 : V=:v, he A; V=: 0, Ag A. 

定理 2.2.1 #es>0Fl 1+2. 者 Ve (XV), o ДЕНЗИН [5—0], <n, 
则 由 COARSE[w, dy|(d >D EE) (@, A) 至 多 需要 N=: # (supp a) 次 乘法 运算 和 N log NK 
排列 运算 ， 进 一 步 ， 


1 
s 


£20) < С |» 


lz 


1 1 
KA) < С |У", 


©су) Шау)" 


ee eT ETT Tt 1. 11 C 


3] ABUAAPSRAPPLY, BEY, /=1, … ，[log NHD RRT # | leo FERE -项 
07, ЖР N=:# (ѕирр у) . {у 2 [log МІ, BMY =: V. 设 4 是 s 阶 可 压缩 矩阵 . 令 
IA Y FA, (Wi YD F: FA ag а), 


-al < Са 


则 AV— А9) + C4 一 40) б р БСА vio 进一步 ， 


___ y” 
P V | aw 2° [йе]; 57 `8, [ў шл Y o= 中 Ку). 


APPLY Ду, 7] — (о, D: 
(1) Ју BUSES AB RA AD ETE, АЕ И, W ip Jl... 


[log NH . ЖЖ iy [ -, Пов NMH; 
(2) $k=0, 
ki 
中 计算 及 一 Cy l K: alley) t2 "4. Fiola +2 "Fy Morales 


@ MRR, Sy, 停止 并 输出 FUHH 
向 基 ; 其 次 计算 = Awa А, (о) + РАО Hap: Beda, E X. a=: 和 


у)? Ял Уу-у» JA 


A= supp о. 


定理 2.2.2 (а A) 是 APPLY A,n] 的 输出 , Wav- ol n: AAA TE 


2v S 


阵 ， 则 对 任意 的 se(0,s 7) ял =з, 
T 


<C,|v 


1 
PIO 5 
# < С,|у e) > 


о) . 
хә Ку)? 


1 1 
进 -- 步 , 计算 必 所 需 的 乘法 运算 和 排列 运算 量 不 超过 2Cz 人 zl;scv n “二 2N 和 Nlog N. 


2.3 算法 和 误差 分 析 


在 这 部 分 , 将 参考 文献 [107] 的 技巧 与 参考 文献 [53]、[54] 中 的 方法 相 结 合 对 方程 
M,LU=M,F fiRichardsoni&ft, (А (2-6) ) 设计 一 个 自 适应 算法 , 并 且 估 计 它 的 误差 和 
计算 复杂 度 . 除 COARSE 和 APPLY 外 , 还 需要 两 个 基本 步 又， 记 为 RHS 和 MULT. 尽管 它们 与 
参考 文献 [53]、[54] 中 的 符号 相同 , 但 含义 不 同 . 在 介绍 这 两 个 步 又 之 前 , 假设 矩阵 4 的 拟 稀 
ДЕРЕУ з", MISERE B Ж В HAS, Ча s=:min{s;, э; |. 

RHS[p’e,, F] Е, : 


_ pe; _ 
(1) COARSE] 7, F, A 


JHC? 
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(2) DIV[f]— g,. Ж 


引 理 2.3.1 Z /є/°СЛ, “=st5, 0<s<s; , 则 RHS 的 输出 满足 


т < 了 | т__ p <p’ . 
||, sro <c|/ ex) 和 [МЕ Fase 06; 


41 
为 求 此 输出 ， 至 多 需要 进行 #4/ Сое 次 算术 运算 而 不 需 排列 运算 . 
证 明 ”根据 引 理 2.1.1， 妊 的 拟 稀疏 性 蕴含 它 在 РС) 上 是 有 界 的 . 因此 ， 
|z, э =|B7, Bap = clzl 


男 一 方面 ,由 定理 2.2.1， 上 = с|7 | . |F, КИ < СЇ». 


ee Ty) . 


Bol Свае, MBF Be [BFF a, “PF lacy < ol l... 
最 后 , 根据 Mo 的 定义 ， jw 天 -元 | = A up +[В/—#, mows анс 7-7], 
< (ote y. 


因为 通常 假定 7 的 小 波 系数 了 是 已 知 的 , 所 以 由 定理 2.2.1 可 直接 得 到 最 后 结论 . 
为 介绍 第 二 个 基本 步骤 , 定义 


£ 
(1) APPLY Aly‘, 22 |> a; 
JHC 


(2) DUAL| р“ |> 2; Ф@'=:&+@;; 
(3) рту[@'|—аү;ру[ў“']—@. 7:719. 
引 理 2. 3. 2 lasts, 055, 则 MULT 的 输出 满足 


“| < с|ӯ'| 和 |M,LV — ọ' < ре; 


Jy XJ) ee Ty XTM) yx) 


-£ 1 -l 

为 求 此 输出 , 至 多 需要 Co |у’ Foy EF 十 2NA0<s<si) 次 算术 运算 及 N, log N, 次 排列 运算 ， 
Ж №,= # (ѕирру?). 

证 明 由 MULT 的 定义 可 知 OH or = Вр“. МХЕ 1222, В AARE 


92.11, 有 


22 Чыл, 


无 散 度 和 无 旋 度 小 波及 其 应 用 
>|. <P hey TI hewn) SOY 
v 
|ø еу) | eap |P leow) > Ty XJ) ° 

= =l p =|Bo'— Rv! < Ср“ 
= r =| B© —rBv . 

|z И |а. 92 2° Sng) Lap ey XTi) 

y. < ||, Н S 
因此 ， 2 | оуу > |р Ју) +a Ом) T cv eT Xu) « 


为 证 明 第 二 个 不 等 式 , 注意 到 


一 5T 
m= 5 к= £ | 
B -rI В ОГ 


2 2 


那么 22524 


=| A+B po t Bar By BB pa 
PIXI) Jp PUD 
下 面 分 别 估计 后 两 项 : 因为 再 p =a, 三 一 : 研 十 本 ,所 以 
4 
15. р -= =, 一 PE, 
[ЯУ +B po А =|47 a , < i (2-12) 
Uy?) Uy) Jte 
Ж G+ rBv'=G{= Bo‘ RBB p'=B0 =B 0—0) ,有 
BA Bj BB = 5 Cp E, 
Ë Av'—rBv'+BB р—@ |, =| Вау Ba BP $i (2-13) 
Же, 


Puy /十 C2 
2 2 

І <| | 4) So = (ѓе? 

хм) +С VITC3 ' 


< pe ЖАЗ УЛА КЕЛГЕН ВА F82.2. 2484381. 


由 式 (2.12) 和 式 (2.13), |м," 


АШ [urr -w 


Sy XTi) 


利用 RHS 和 MULT， 给 出 求解 M,LU=M,F 的 算法 : 设 存在 C>c>0 使 得 c|D|,; <|0] 
< clol,;, аап ms, =:a[S2+1J e, 其 中 0<a<1,d>1. Ж, Ф 


K=:min{¢e N| o 'Qa,Cl+p) < a). 
SOLVE[é, L, F] (00е), ACE): 
(1) 初始 化 , 国定 目标 精度 e, ZU =:0, AH OA j=0. 
(2) 如 果 &) «сє, НЕН 00е) =: U ШИ. Ж, W=: U. 
®© Xf ¢=0,---, K—-1, 计算 
RHS[p‘e,, F] > F, 和 MULT[p’e,, L, р] B. 
HAV = V+ a C F,— W) . 


— dag, —, 
@ wfcoARSE | P", eja, Ла), -BRER (2) rH. 
c 
现在 , 给 出 误差 估计 定理 . 
定理 2. 3. 1 设 方程 LD=F 的 解 DVe J, X Jy) fit=st3, 则 
T 


otis. 829 Stokes 问 题 的 自 适 应 小 波 解 
С#Л(е) 2°. 


|U- Eo], <e<a'¢,|0|,, 
Ty XJ yy) LT y XI yp 


证 明 OV) RRAV AE CRAMER, ШШ 
0900) =0 0) +a(M,F-M,LU (UD). 


HAV ШЕЙ, VOOM OD =V tF,- -UTD -om MFM, LUT’) 
=U- nM D| V-00] + a MF) + (LV W). 
进步 ， 由 引 理 2.3.1 2.3.28 aM E] <p, |000 < o ppp] + 
2a,Cp'e,. ЯУ ООСО) =U! , BA 
| F-04200 CHD реси) pte, (2-14) 
下 面 利用 归纳 法 证 明 
107—0 |= г. (2-15) 
H =Ma ЖХ, KRC2-15) MH = Om. 8 UD |<, 利用 式 (2-14)， 
0 < |70 T+T 0 acko e+e |007] 
< 200CKp* ерке Qa CK+op) o e, <ae,. (2-16) 


N —, — dag. 
на |p < W 


ёсхшм с 
|20107" || асса es. 


ROC =0"""', |00] <c'|0-0""'|<e. 另 一 方面 , 不 等 式 (2-16) 


CU yXIyp 


_ _ ae, 
ARATE a <A 2.21, 
bly xd yy) c 
l t аё, 5 
# A( e) < CE 0 хд |. 
\ -1 ry =s = 
KHA e>ce, Т е «а Co |U] asp FAO? .最 后 ， 


CHACO". 


-1 一 
SeSa C Ule XJy) 
ry M 


laen < 
СухлЛы) 


|o— Ule) 


下 面 的 定理 讨论 了 SOLVE 算 法 的 计算 复杂 度 . 
定理 2. 3. 2 BARRU © CC X Jy), TEs, 0<s<s', ШИЕ ЙС) 所 需 的 算术 


-1 -1 
运算 量 不 超过 Се *; 排列 运算 量 不 超过 Ce : ов el. 
证 明 对 固定 的 Je М, 区 (人 = 了 ,根据 引 理 2.3.1、 引 理 2.3.2 和 SOLVE 的 定义 , 对 任 
Ж0</<7, AU, #JU , 的 算术 运算 量 M W AE 


24 4 wy 无 散 度 和 无 旋 度 小 波及 其 应 用 
м, =с[57), ove Barr 
这 里 N, 的 定义 同 引 理 2.3.2. A, BU 4, 的 排列 运算 量 8 满足 


ae l K—1 
; K 
w „е ; 122 N+ #C supp V ). 


K—1 _ _ 
s < У N,log N,+# (supp V*) log (# (supp VD). 


£=0 
ЖМИ Р |, : 由 引 理 2.3.2， , «сӯ |, . К 40, F_, 
LCT x) eX Ty XI yp) Sy XI) 
< pel 
ura CF колы) TE- оодо): 3122.3. l, ENLI y хл) 
F . M < [70 F 
cl7 Iy? 2 opens? W. коо} 
JE - = < |0 ү! < 
利用 定理 2.2.1 和 式 (2-16)， ¿Uy хл) | LT XT yg) 4 Ig хл? 4 eS y хл) C .从 
ti, eap ~ C 
下 面 估计 N, : у= Р! a (F, Wo), ， 所 以 
М < N} +# (supp F,_,) +# (supp W ° `), (2-17) 


РМ esp) 回想 N,=# (supp 0), MIN, SN; . HERBIG. =й —rq; =В@ — 
. 由 式 (2-9) , 有 #(supp gid < С# (supp 0 0 +CN,_,. 进一步 , #(suppW)< 
A app a= D 十 #(supp 2 D < C#(supp 2 D+CN,_,. Н =a а= 00 4B pO, 
所 以 利用 命题 2.2.3 可 知 # (supp 0) < # (supp 0 DCN .因此 ， 
#(supp WD < C# (supp Фф ) +CN;_, . (2-18) 
相似 地 ， #(supp F, D<#(supp /,_)-Е#(вирр g,-D &СА,,_,. 将 此 不 等 式 与 式 (2-17) 和 
式 (2-18) 相 结合 ， Каа My ， 证 #(sSupp QË D). 注意 到 No=# (supp V=#(supp U, 


并 利用 定理 2.2.1， 


є*. BHW, 引 理 2.3.1 和 引 理 2.3.2 列 涵 #4r < 


сузуы © 
1 


_1 1 1 
Ce "Ally (supp ZD < Ce 5. BUA, N, < N; < Ce °. Alt, 计算 Ua) 所 需 的 算术 运算 量 
J l — J _1 

> М,<Сє *. 而 计算 Ua) 所 需 的 排列 运算 量 2 S, < Ce * loglel. 


7=0 j=0 


第 3 章 无 散 度 小 波 与 Stokes 问题 


基于 混合 弱 形 式 的 自 适 应 算法 虽然 同时 得 到 速度 和 压力 的 自 适应 过 近 解 , 但 其 混合 弱 形 
式 的 非 正定 性 导致 许多 额外 计算 . 另 一 方面 , 为 了 分 析 流 体 的 流动 , 人 们 更 关心 Stokes 问 题 的 
HRJ. 鉴于 速度 场 的 无 散 度 特点 ,利用 无 散 度 小 波 更 加 自然 . 事实 上 , 在 参考 文献 [9] 中 
Urban 于 1996 年 就 将 无 散 度 小 波 用 于 求解 Stokes 问 题 的 数值 解 . 其 主要 思想 是 利用 无 散 度 小 波 
基 构 造 试验 空间 ， 然 后 利用 试验 空间 中 的 函数 还 近 方 程 的 解 . 这 种 方法 是 一 种 线性 融 近 ,不 
属于 自 适应 小 波 方 法 的 范畴. 


3.1 Siokes 问 题 的 无 散 度 自 适 应 小 波 解 


不 同 于 Stokes 问 题 的 混合 弱 形 式 , 选取 新 的 试验 函数 空间 
СО: {те Hi (.2)"|div y=0). 
那么 , Stokes 问 题 的 无 散 度 弱 形 式 为 : Rie УС)" 使 得 
аӣ,9) =(f, 9), Y7 EVD". (DSt) 
XE, ай, ЖИ.) 的 定义 与 混合 弱 形式 相同 . 因为 压力 被 消去 ,所 以 需要 通过 后 处 理 得 
到 它 的 数值 解 . 设 АІС)" 是 HUD” KAT 8) HWE НС "= ИС 0)" Ф КОС 0)", KED 
BREA. 那么 后 处 理 问题 为 ; ре 200) =: fe P co) | Од о 使 得 
Кў,р) =(7, 5)—alii, 5), Vie ROY. (PSt) 
这 里 , ¿e ИС)" 是 (DSt) 的 解 . 双 线 性 形式 从,) 的 定义 也 与 混合 弱 形 式 形 同 . 4 Q c R” 
为 有 界 连 通 区 域 且 具有 Lipschitz 边 界 时 ,，(DSt) 和 (PSO 的 解 存 在 唯一 . 下面 利 用 1.2 节 中 区 
域 上 的 无 散 度 小 波 给 出 (DSt) 的 自 适 应 逼近 解 和 (PSt) 的 逼近 解 ， 
首先 利用 式 (1-7) 和 式 (1-8) 离 散 化 (DSt) 和 (PSt) .为 此 ， 设 D=: M L wy， 
А=р'а( ж, 4) p, f=p'(f, yt у; D=: His , B=Da( FA pf) ,f= 
p, (f. т^). 那么, 有 如 下 命题 
命题 3.1.1 (DSt) ө Ай=/,Ңи=и D Ч; (PSt) © р= а «Ви ў), Ё р=р'?, 
а 的 定义 见 式 (1-3) . 
ШЕВА ЕКА РДС)" c Н0Саїу; О). 由 定理 1.2.2，(DSt ) ө а(й, wt )= (7, z+), VA 
eV’. 进一步 , u= У аду, WJ 


ДУ 


ЖАГ S 


(DS) © У draft, 07) fh, 07), Vie Vf © Ar 


Хеу 
下 面 证 明 第 二 部 分 : W p= рў , 则 (PSt) — У р, 2 div р) =(f.73)- 
AEV KEV 
У Фау, 7), VE V.S C=D, (div Y^, P) . 则 (PSt) © Cp = Ви—/,. 因为 ( C), ;= 


levt 
(ауф, 0) = о уду) = обу „ВТ С=о1. 故 (PSD) ө p= z BiA) . 
关于 系数 矩阵 二 ,下 列 结论 成 立 ， 
定理 3. 1.1 Ж A ТЕЛЕ Н [ill a yar, 18|, СЯ: 
证 明 HH AMEN, 易 见 它 是 对 称 的 . SERN GT, VeV 5 арн, e=D'V 
яш= у, dyž v= > едр“ .因为 D= r „ә R|1|=0, 所 以 4d,ee CV) .由 定理 1.2.2， 
AEV AEV 


ave ИС)" H. 


aCi, Тар» dwt, > at |= > У ha(g „Ӯ )е, 


У Хеу leyt Хеу 
> x 4272 alot 9) 2007, (яа, у). 
VERE a, D) ХОМ, 在 НС 2)” БЕН айа) ~ |а, oy 一 方面 
а | 1Р7; - Al, Ате OV) Ная „у ау ` 


(Az, 7) аа, 


< С |8,2,» v| 


男 一 方面 , 我 们 有 


<Cl 
ноу 一 C, 


(A, п) аа, «р > cala: 
这 就 证 明了 4 的 正定 性 . Hc, lf yay (Ат) < [Аш] „ [аа EE 
са} gyn SAA „е, САД: 
КЕП) BE aK BH ЖЕРЕ А ЯП В AEN, 它 对 自 适应 方法 是 必要 的 . 


定理 3. 1. 2 W А= (а, 723, Jev › B=(b, Dict зу 3 则 


la; |2 "анас, T, р, д2 анак, 2 y. 
这 里 ，o 和 的 定义 见 式 01-6), ACA, Д) =: 22 dist (ѕирр 22 „вирр#), 424,2) 


一 .2min САМАР dist( supp ў, supp 04) А 
证 明 由 式 (1-7) TNP 是 一 个 有 限 线性 组 合 , =: У di р, RB ACD SV 


HEAD 
的 基数 不 依赖 于 4 Н. 
> | 


„| 4; 
HEACA) 


CRAKE THI. WEA, 对 任意 的 we ACD, |-и; 对 任意 的 we ACD, A 


<C, (3-1) 
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ИЕ]. Ж 
2 lb (v р, Vy 24) Sua, > > ТРА, 


HEACAD дє ACA) 


а; Д: 2 юу, VĒ. 


< > У Mx 


KEAC иє ACA) 


因为 对 任意 的 we ACA) 和 je ACAD , supp#, C suppi , supp Ë; C supp yw ,所 以 
dist(supp 77 , supp Z$) < dist(suppi#,,,supp,) Н. a .(2, 2)< d (y, u’) .进一步 利用 式 (1-4), 有 
PIDI p VB ]<2 атаи, и? у 024-04 саси, и?” 
«20-6 трас, Д9). 
最 后 , 利用 式 63-1) а |200 (vgt, vgt 2 Papa py. 
Ге АГЕР lb, 7| 的 不 等 式 . 


综 上 所 述 , Stokes 问 题 等 价 于 离散 线性 方程 组 


Ай=/, 
p=a(Bu—fo . 
因为 4 是 对 称 正 定 且 拟 稀疏 的 , 所 以 可 以 直接 利用 参考 文献 [48] 中 椭圆 算 子 方程 的 自 适 
应 小 波 方法 求解 . 我们 只 需 在 算法 的 最 后 一 步 增加 关于 压力 的 后 处 理 即 可 . 
由 命题 2.2.1 知 存在 HER 使 得 | 一 or А| =:p<1. id cu 一 :cj 
а(4+1) e,, HH0<a<1,d>1. 定义 


2—2 | н 
K=min[/e N| 0040) <a}. 
SOLVE[e, A, B,f, f] (ие), pE, ACE): 
(1) 初始 化 ,固定 目标 精度 e， 令 太一: 0,A,=S #lj=0; 
(2) ке, НҢ н(е) =: ui Ha. AM, 4600: wz. 
QD 对 《一 0,…,KK 一 1 , 计算 
case p'e,] > f, ЖАРРГ A [y °, o° 8,1 &. 
HAV =: уа 
© COA т dae ]-= G", Л), ЭЖЕН (2). 
(3) 最 后 , 对 (2) РЇ Ни”, 计算 
— €. 一 —_; €, 
COARSE[f,, 7% f, 和 APPLY Biv’, > OY 
Ф ре) =: а Gf), 下列 误 差 估 计 成 立 ， 
定理 3. 1.3 WR Aw = 了 的 解 We LVA) Hissi, 则 
T 


Em ul A yh < ESaC, |81,9, (#Л(2) Y", 


[PPO] oq Сос є. 


28 ринин а 


证 明 ”第 一 个 不 等 式 的 证 明 见 参考 文献 [48] 中 的 定理 5.7, 在 此 只 须 证 明 第 二 个 不 等 式 : 
设 D 的 输出 为 可, ае | ау SE BIW Pea (af), 所 以 


|р — PO || ag =o Ba — 5—0 71 0 |B — But Br afo fl, 


ӯ) 
< a |ва?) lew +а |ва, я, lea 177, lza ` 
最 后 , 利用 定理 2.2.1, 2.2.2 及 B 在 LXV4) 上 的 有 界 性 ， 有 


12-р loss С 0—2] ае, < aC) e. 


32 自 适 应 小 波 Galerkin 方 法 


无 散 度 小 波 求解 Stokes 问 题 的 优点 在 于 处 理 正定 算 子 4 . 对 这 样 的 算 子 方程 Au = f , 还 
有 另外 一 种 自 适 应 小 波 方法 ( 称 之 为 椭圆 算 子 方程 的 自 适应 小 波 Galerkin 方 法 ). 它 是 由 Dahlke 
等 人 于 1997 年 在 参考 文献 [46] 中 首次 提出 的 ， 四 年 后 , Cohen, Dahmen#flDeVore4} Ht T EAE 
近 误 差 关 于 自由 度 的 指数 衰减 . 

为 介绍 这 种 自 适应 方法 ,两 个 基本 的 数值 步骤 是 必要 的 : OCA = [7 ev E (У) 
¥,=0,A¢ Л). Е RTE f P: COV) > PCD 

_ у, AEA, 
СРУ), =: Ë ‚ОД. 

GALERKIN # ÉE Б F EF Ж AC V ，GALERKIN 表 示 通 过 解 线性 方程 组 
P Au =P, f Жи КЛИ, e (A). 

Galerkin} u, 有 一 个 重要 性 质 : SHE ROW #(supp ир S< #A а, | 

|. =:(4,-) ж CCV) 中 的 能 量 范 数 . 

FKE, 对 任意 的 ve (A), 有 

е7 (AE, 7-7)... 


=(Аи—и+и,—9), 天 一天 十 到 一 下 


яи, |< z-a]. 


PW) 
(09—83), Hit) ay, HAMM), #9) O 
+ (AG, —V) 0-H, ) ag, F (AG, v), Ta — Y) poy, 
= |а| +2(AG@—a,), Ta |9. 
因为 Au=f,P Au =P,f 所 以 Р,Аи—и,) =P Au—P Au m0. 进一步 ， 
(409—8 ,)),=0,4є Л. 
На, є DA), уе CA) [АД Си,—У?,=0, де A. 因此 ， 


(Auu), E — v) 


0. 


ew) 
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进一步 , WE а | [а] >z. Bi 


[аа] inf |е. 


GROW 给 定 了 A 和 它 的 Galerkin 解 如 ,, GROW 确 定 包含 4 的 最 小 指标 集 1 使 得 
[Р AY, lec 2 2, |, > 其 中 r 7—48. 204 ] 一 GC е, > Д |а | < o| u, |. 


Algorithm I: 

(0 令 AFG Ally, =f. 

(2) X} j=0, 1,2, =, 首先 利用 GALERKIN, 再 利用 GROW 从 A, ХЕ А. 

Gohen, Dahmen 和 Devore 证 明了 下 面 的 结论 ， 

定理 3 2.1 公设 ТЕЕ ВИВИЕН, Lot Hs'=:minf 二 La). ЖА 
存在 5e (0,s ) 使 得 当 se (0, D Aime £°CV) 时 ， 由 Algorithm ИЗ Са1егк и, ,满足 

[#—и |< COO |z won FAD. (3-2) 
W A, 是 矩阵 А 在 4 上 的 限制 . & Л={4,4, 5} Й 则 


ар ара, a a2, 
д8 ae ® 
йл GA 7 аА, nxn 
证 明 上 述 定理 的 关键 在 于 证 明 | А! үө? 关于 4 的 一 致 有 界 性 〈 见 参考 文献 [48] 的 定理 


) ,其 中 用 到 了 | 


ww 是 一 个 矩阵 范 数 的 事实 ， 下面 的 例子 表明 
14 


| = sup Jav 


bow 


| 
不 是 -个 矩阵 范 数 . 

例 3.2.1 %А=(а S nxn ЖАНЕ, B=, ) 是 一 个 nXn 反 单 位 矩阵 ， 即 
b a, a MU X ye Le 和 re (0,2),|Av|,, =|Bv p= “ Н |45, = |в |, = ||. 因此 ， 
|| =|al =. 男 一 方面 ， 对 w= Q, 0,…, 0, 37,(А+В®) у G, 0, …, 0, DT A 


a — 9 @ 4) 一 多 


1 1 1 
[volp =max {2, 27-5. п B |p) v |, =max(8, 3.2°}+Е3,/2=3-2-Е3/2. БШ, 


Pius vole _ хо WD 


a 
ЁТ 


1 
Molle max {2, 27}+/5 


容易 验证 , 对 任意 的 0< т<2 都 有 c. >2 . 最 后 , 得 到 


30 ЫЕЕЕ ЖИНИ 
|A+ Blo 2.41 HBl, YO< 2. 
幸运 的 是 ， 当 试验 空间 Х=Н' ЕЙ XSH, 时 ， 一 个 椭圆 算 子 方程 的 解 满足 
ue BECO), ДР L=, 这 等 价 于 元 e Су). 因此 , ТЕ NORE PY SPAT Algorithm I 
T 
的 逼近 误差 更 加 合理 . 
WAER?,T,fO=:fOt ph ОР, N= N 是 步 长 为 的 + 一 阶 差分 算 子 . 如 
Ж Є 100), 0<р< оо, EX Sf ELD PKI r- ИЕА 
of, D, =: supa; > 
h| <: 


PCa) ` 


令 w>0, 0< p< ° #l0<q=< о, ra. ШЖ 


1 
| (Piraso fE]. 0<g< оо, 


If Bar 一 
виро 0, Dp» q= e°. 
是 有 限 的 , 则 称 fe BZC). BZC) 为 Besov 空 间 , Besov 范 数 定义 为 


[/ BEUC) =f 

оу SP Fl) Ay ВАР RE РАП ДЕ РЕ Ж, ERAS yy PK [0, ЦА 的 非 零 顶点 . 对 每 一 
Дхе=С(е,,е,, ере Е, EM 

WOR, KX XH рух) W(x), 
Ж, y=, y =y. WEDER R 中 所 有 二 进 制 方 体 的 集合 ，D, RAD 中 边 长 为 2* 的 那 
些 方 体 , у, Те Р,еє Е) р ІСК) 的 Riesz 基 . 即 对 fe IXR"), 有 
f=> Уу, =). 

МН y, AE У кут, ГЄ Dec Е, ШЕ деу 对 应 一 个 1=2 CHO, 1] € D 和 一 
eck. ЖД: 表示 对 应 尺度 . 

mR ye |Д вре, MI 


е e e we 1, 1 
f=> Ус, Wi, рэ ст PS, Wi, y)s > pt . 


leD еєЕ 


BPD) Hilo “ 


М Jp, 定义 c (D) =( cif J 参考 文献 [26] 中 给 出 了 下 列 刻画 


1 

gl] 

оо P 

> >| > Ж) ; 0<4< со, 

天 一 -co Te Dy 

C) |/ zaza 7 
1 


7 ` 
ap y> ">O | а= «о. 
ke Z ID 
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定理 3.2. 2 ”we BY (ГОВ) ) 当 且 仅 当 e L(V). 
证 明 根据 上 述 刻画 可 得 


ue BT(L(R®)) Ə@ Р 2+ у. a] <=. 


keZ Te Dy 
因为 
с, (w= Уј = Wir) y =e ”Pl Wi) | 
所 以 , 有 


ale 


ue Bet ао) у= уу P Ee vy] <= 
Te D, 


уз У 2 一 “Ehu nf] < со 
keZ le Dy. 


-fz > >= (u, vill < 
keZ le D; ee E 


4 H=H' R H=H! Н, g=D (u, у), D= 015,0. Б, 
0 I an 


= 


ue BYARD) © ge (V), = . 
T 


Algorithm I 的 缺点 是 对 * 的 限制 , 为 了 克服 这 一 问题 , 可 以 引入 COARSE 步 骤 , 它 主要 依 


束 于 下 列 结果 . 
定理 3. 2. 3 ve lV), 0<7t<2. WHA E>0, GEV) WEP- Elen SE + 


N=N e) 是 使 得 | 一 去, 三 4 成 立 的 最 小 整数 .这 里 ， 杷 二 P, ,万 是 在 万 的 前 YX 个 最 大 


坐标 上 的 截断 ， 则 有 
N °, 


p- Oy levy S5C, I" exv) 


其 中 ， 1-55 ,Co 是 一 个 依赖 于 z 的 常数 . 

ETH, a 给 出 COARSE 步 又 和 Algorithm П. 

COARSE 给 定 指标 集 A 和 对 应 的 Galerkin 逼 近 元, 在 定理 3.2.3 中 取 e=] rile у=: 
和 o=: u, 得 到 新 的 向 量 太 ， 从 而 得 到 了 新 的 指标 集 4 Cay 的 非 零 坐标 ) ,进一步 利用 
GALERKINf##l 77, . 


Algorithm IT: 
(1) SASI Ar, =f ; 
(2) 对 J=0, 1, 2,:::, 按照 如 下 方式 从 4, 确定 A. : 令 A, =: A, > 对 Ла x H 


32 f 


GALERKIN F H GROW E A, , 


1 
кесу) < 2 WEKA n=: A, k = 


Cohen, Dahmen 和 DeVore 给 出 了 Algorithm II 的 误差 估计 . 
定理 3.2.4 在 定理 3.2.1 的 假设 下 ,如果 нє LV), 
Algorithm II 得 到 的 Galerkin 逼 近 却 ,满足 


F- 
Aj, Alecyy? 


其 中 


-1 1 
< 5с 2С?С,|й 


T5 
| 一 uy, ev) lew #42 : 


33 REF hit 


这 一 部 分 主要 估计 最 佳 N— nal 的 常数 . 


引 理 3. 3.1 алои = + mR yev), IJ 
45 Ж 2 
(7—2, v|... < —a G I mw) ° 
а-а? 
Жр, агт} za*\. 


无 散 度 和 无 旋 度 小 波及 其 应 用 
. it “ab Xt A, PUY COARSER A,, Mi; . 


如 果 


‚ АНК, 否则 继续 . 


1+1, 0<у<5. 则 Н 
т 2 


(3-3) 


iE + A=: {de V,a” < |<а? ), W vTr = (Јл. BL ve XN) ,所 以 
j=k+1 
#A <|, a. 进一步 ,可 得 
= ~ 1 
一 一 Р ӯ < -j+ 32 
|7— F, v aw) S sÈ л |у 2а (#40 
< È amply, $ ae 
`z Уу) (Ку) а ПЫ ШР 
J=k+1 — n2 
ava 
为 简便 ， 定 义 
1_1 
ату 7 
Cinf ee ' (3-4) 
a>l _ 
a—a2 
BM, C 2al. 
1 
命题 3. 3. 1 tiie s>0R =s. 如 果 ye (У), WW 
T 
OW V) < C,v|. N”. 


证 明 定义 4=: fhe V,a” < |v,|<a ATE: ү A, MJ 
/=-~ 


Qusan 第 3 音 无 散 度 小 波 与 Siokes 问 是 


k со r 
— ||" kr jt a SIF kr, 
> #A, ‚|, ew) » a Plieva >a ү} еу) 4 :Ne 
三 -oo у=-= J=0 a 
由 引 理 3.3.1 可 知 
т 11 
2 (£a) T 2( g7—1)2 т 
a _ aa _ 
— = < 2 (9 5 
F РУ lO > та р еу) 工 P EXV) №. 
а-а? a—a’ 


а> 1, PUA ANZSI, ЖЕЛЕ ke ZEEN, < N<N， 而且 


11 1 1 
_ а(а—1)2 r _ 2 аа)? = _ 
субъ) < -Br a, < ew Ne = уза 
а-а? a—a? 
11 11 
а-а)? = s аа-а)? = Е 
= 一 一 一 leo Nen <—— m N . 
а—а? a—a 


由 于 a>1 是 任意 的 , 所 以 结论 成 立 . 
表 3-1 中 给 出 了 С, 的 近似 值 ,下 确 界 在 а, 点 取得 . 


表 3-1 С, 的 近似 值 


0.1 


801.4 27.83 9.907 


738008.36 | 754.426 83.554 


2.902 


8.694 


17 1.8 1.9 1.95 


1.5 
2.623 2.645 2.677 


2.610 
. 19.851 


可 以 看 出 , мт ГОНО, С, 变 得 很 大 .事实 上 ， 下 列 结果 成 并 . 
命题 3. 3. 2 A (3-4) PH BRC 满足 

lim C= lim С,= +оо. 

r—2 т>0 


55.967 110.309 


2 


证 明 为 了 证 明 lim C= 二 十 co , ЕЎ /(@=: ， 则 C, Z inf fla .因为 lim f( a) = 
r= a а—1 


аа? 
Jim ' fa = +оо, Н f(@ 4, +o) KES, PIU a> 使 得 fla) =inf fla). 下 
шя T ZM uE HH 
lim f(a) =+. 
т”? 


因为 ao 是 一 个 极 值 点 ， 并 且 Ха) 是 可 微 的 ,所 以 fq) 一 0 . KAM, /*а=0® 


А А ao lin ер 
价 于 ма) (5e Jra]. К, іта, = =e 172 =e. 进 一 


т—2 


SAT TT Eas 2 00.30 S SSSSSSEEYED 


步 , 可 得 
а? 
jim fCa,) = lim == to. 
a, _a2 
下 面 证 明 lim С,= + оо. 注意 到 
r—0 

11 11 1-1 2 

271_ -rzNY2 т 20 „түз rfa r 2 
а“_—а ) _a (а?) Ca D > 4 —-=:g6a) . 

a—a? а—а? (ar 一 D7 ? 


因此 ， 只 须 证 明 lim inf g(a) 三 十 .和 上 一 部 分 相同 存在 a. 使 得 g(a) =inf gla) ‚ 
т?б a а. 


1 a 5 


SASETA a= 2— ae я, gC) > 


=a. At, lim gla) > lim a= +оо. 
rot тәй 


it 
(ar 2 
3.4 Algorithm | 的 误差 分 析 

BFE 0<р< оо #ll 0<q < со ,Lorentz 空 间 4。,(V) 定义 为 所 有 的 序列 v 满足 


Marvy —|, 0<g<%~, 
М 
Pq 1 
supa? v, q= со 
п21 
是 有 限 的 . ЖУН, (У) = (У), СУ) (V) ， 
引 理 3. 4.1 1#0<р<р,< о, <q, q, «ә. ЖТА, CV) ALL, ¿ (V) ЕЛЕ 
算 子 ， 则 7 也 是 4, СУ) 上 的 有 界线 性 算 子 ， 其 中 
1210.0 O< <0, 0<0<1. 
р Р, Р 


特别 地 ， 当 0<p—q, < оо, 0<p,=9,S оо, p=q 时 得 到 Riesz-Thorin 定 理 : 8 0<р<р,<оо. 
ЖТ" СУ) 和 422(V) 上 的 有 界线 性 算 子 ， 范 数 分 判 为 MM 和 XM 则 7 也 是 LeCV) 上 的 有 界线 
性 算 子 ， 并 且 范 数 满足 M < м OMe. 

引 理 3.4.2 设 4 是 对 称 正 定 且 拟 稀疏 的 ， 则 对 任意 的 re Сг", 2] APE L(V) 上 是 有 界 
的 ; 而 且 存 在 Ze [1,2) 和 常数 M>0 使 得 对 任意 的 4CY Ш?<т<2,|А! par S M. 

证 了 明 当 王 2 时 ，4 的 有 界 性 可 直接 由 引 理 2.1.1 得 到 . те (z 2), FE e> 使 得 


r<zr 一 ec<z<zr+s<2， 由 引 理 2.1.1， Аже (V) 82, (V) EER BIN = OO 
T TTE T—E 


， 利 用 引 理 3.4.1, 对 任意 的 二 +<2, ATE L(V) LAR. 
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因为 也 在 人 XCV) 上 是 „|<с,. |. mH А, 是 正定 的 ,这 意 
Ж А, 的 所 有 特征 值 介 于 с, 和 C, ZI). 59—770, H A MOPAR A, 也 是 对 称 的 $ 


一 уз 1 ‚|1 2 ` _ 
A,=TD,T , WH D AXA, The REE. XY —— <u<min{ =, С |e a= aa, 
Сд 


А А 
则 
|R, l-e =[/—ир,||ь_„ < kuwa al. (3-5) 
er et <|и 07-47 H {vt eS <2 i r (vile 
Br LAT Tl xe A тє Cr", 2), 
1— то 
La =|г— Л, g0 S max{], 2% }U+u|4 emcv) toy) 一 Co (3-6) 
利用 式 63-5). я ee <c, La 8, 8 og 
ove T 2 To 


м lim Coat =a <<, 所 以 存在 >0 HEE ME LEE HY 0<ө< все < r< 令 
116 4% рме т< S r=2, |R, 
T, 2 To 

KM F< r <2, хә, = 119—8, 2 и |5,02 а [У |. 进一步， 


9 M=: — . 引 理 得 证 . 


07-07 


ааз 常数 MM 不 依赖 于 zc， 而 在 参考 文献 [48] 中 并 非 如 此 . 下 面 的 引 理 表明 
C=: Aoro TRER C Pl. 
513. 4.3 设 4 关 于 o>n M Pon и, Wu |A 
证 明 由 拟 稀疏 的 定义 ， 有 
Уел 7 Метад, С, У 2” у Gd 10У. 


< ЯХ #=пах{і, r), 对 任 


l: 


«Суг о 0. 


(V) (у) 


j20 l=; 
进一步 利用 参考 文献 [48] 中 的 估计 > Hda, Dy < c2 10 得 到 
МЕ 
La. |< CC, > gle уа max{0, j= cc, > 2- Ое СС, Sr YG) o <C,. 
72} sy 


关 似 可 得 Уа] = С.Ш, у= (v) ey E (У), 
HEV 


l| 


>> аз „Уи 


< 之 Zla, Аъ col: 


уеб) fa ae 
ДЕУ 


У аз ићи 
HEV 
= С. 最 后 ,利用 Riesz-Thorin 定 理 , 有 


< sup > а, „| < с, |4... 因此 ， 
дє HEV 


они 


аа-а 
20у) ЙС) "CV eV) 
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[А eV + СУ) = | aoa Alene OV eV) < С, VIS т< оо. 
кшш GROW 2 AUT. 
引 理 3.4.4 设 Ve (V), т=з, 0<з <>. “зк АСУ, MRACV 是 包含 A 的 最 


小 的 指标 集 且 | Hlev» 则 


之 
су) 


#(A\ A)S ОС, 六 “Hp ev) М. 
证 明 令 Ay EIIE |У, | 前 N 个 最 大 分 量 的 指标 集 ， 由 命题 3.3.1， 有 


РР |, SG Plg NSC Ple N- 
жн КГК C lro N © [л BAC S legs» BREA 
N >1EL2C, Plen ND" [Play + 进一步 
{Ры |a > [P, vl ur 7 Iv P, Vac Plew 
W 


1 


co) < (Pec I? 
= [eco] Ii: 


ГУЗ s 
(V) h |; - 


1 
J. 


N<1+(2C, [Ph fF ce) + (2C [Places IF 


最 后 , H K'ANA < K (AU ADNA) S HASN 直接 可 得 结论 . 


ЖЛЕ Н Algorithm I 在 4 框架 内 的 误差 估计 . 
定理 3.4.1 设 节 对 称 正定 日 关于 o>nfilP>n WB, WHE ге, 2) 使 得 对 任意 的 


тє [#,2) 和 l=, Algorithm І 482IIJJGalerkinis Xr и л 满足 
T 


CA < cc,|z 


CHAD. 


су) 


RWE С; 入 CC. 全 利用 引 理 3.4.4， 


证 明 EM C =: GHA A| u, 


(у)? 


r s . 
(V) | Акегсу) 


A < <# дс, >: Hale 


1 -1 1 ыле р Ze p Ge 
AC, 21 EAHA SHAH r, |, | EER =А Р, P= АР, Ан. 
H S| E 3.4.2 A 5] EB 3.43, |8, cg S Cll gy) ROM, r. f—Au, Au Au, 满足 


< Chale Halan 2 cz, |. 这 里 及 以 后 ，C 只 表示 不 依赖 于 z 的 常数 , 在 不 
同 的 地 方 ， 其 值 可 能 不 同 . 0 г2221, 所 以 0<s<1HH 


Ir a, | eV) ey) 


-1 


Haa SHAH (CC) 8; -al 
ш |z- |< |z, | 
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1 1 1 1 1 
G=: GA plaz l °С, ecce |а| 


s . 
47 (У) 


1 
依 此 类 推 ，C, < C+ (CC: 


l æ j 
“a, 26: И 注意 到 Дои, 0. 进而 有 
= 


1 1 
s Р 


1 1 1 1 1 1 
C= GADE- < cce lali „а ө, cceol, 


1 


„э. ROMER Ha, b>0 和 0<s 


CV) 


1 оо 


í fe 4 1 
Sry) > 区 | (COC): 
J= Ј= 


1 
因此 , C,<C,+ (CC: |z u 


<1, (а+Ь#=&-„Ь, 所 以 当 >a, WF, (Ža) < Уа; :最 后 可 得 Cs < cC, Л су) .定理 
j=l j=l j=l 
得 证 . 
注 记 3. 4.1 因为 lim C. 王 十 ce ， 所 以 当 z 接 近 2 时 ， 定 理 3.4.1 中 的 估计 
z, шу, ССС |," 
没有 意义 然而 一 2 或 * 一 0 时 ,对 za 一 LeP Ай 8318342489, |, < СЕ. БШ, 
kz, (у) < СЇ к, 


3.5 Algorithm lI 的 误差 分 析 
给 定 Ve CCV) An >0, Е ХНЕУ 
opm 


引 理 3. 5.1 给 定 Ve L°CV),0<7<2- WIR GE LCV) 满足 此 一 可 zw <e,e>0, 则 对 任 
意 的 7 >0 和 wa, Б, c>1, 有 


у, |120, 
0 л. 


T 
1 一 一 
be аһ? р it 
ro 了 2 
P ro 2, = + T b @) 1] 2, 
XV) ~ p—l r | осуу 
a—a? 


_ „ү r 
#{Ає VICT, 02) 日 + 


证 明 因为 a>1,w >0 ЕНЕ BEE а <р <a. AT, =: 4e V, 
ао SP Pray 由 引 理 3.3.1, 可 得 


r -т 
wy: 


v,|2a*}, 


则 上 5 一 Tf 下 


2 (у) 


£ 
2 


+2 т 
ae 
2 
— 
суу? 


1. < 
£V) r 
a—a? 


am; y 


Til 


回 
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F —Г,у 


2 
2 十 7 2 
2 a |5 а-юо—2 а r 2—r 
<—— < . _ 
ёбу) 一 т Plew a 一 т P оу) ? (3-7) 
(а—а? 2 а-а? 


定义 ле [Ae уш [20 }, л„=:{Ає v|o,|<n, 


у |= bn} 和 Е va <y, 


|у, |<}. w 


F г,аф, -| У+У+У Je- гуа, 


AeA; AEA лє Аз 


= sr +>] +>: 
дє Лу дє Лә де Лу 


9 


MAE A, th |®|< т<, 


9, а,ә, —в|+ |. 因此, 


_ b _ _ 
pe А 


2 2 
Урау < zrah). 
ЖА ЄЛ; b-1) А b—1 
另 一 方面 , 由 式 G- 可 得 


2 
2 
У > bl “pnt =| = j Boggy Ts 
3 


ev, |5, |<} 


а—а? 
因此 ， 
a) 
2 2 1—5 
__ 12 be ab ? — 2— 
| ду) 63 +—— Plew” 
a—a? 
进一步 ,可 得 
v-l.o be pab? s p 
P "| “ү ғ ewo т 
а—а 
第 -部 分 得 证 . 为 了 证 明 第 二 个 不 等 式 , 定义 
A=: fae V|a,| =. 92). 
c 


A=: у|р,| >т, к< 
с 


容易 得 # Л, < fac у||5 | > 了 <A 
c 
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1 2 
(1-1) GAS У |v— <e’, 
. C АєА$ 


нел) 日 . 因此, 可 得 
cl 7] 


-T 
eo 


2 2 
HAE vT, ојна, |2) 目 十 cz 本 


下 面 的 引 理 改进 了 定理 3.2.3. 
引 理 3. 5. 2 设 Ve zx(V)0<r<2. дє (У) WA |V—- Do... Se, є>0. MAEM d>2, 
È NENE) 是 使 得 | 本 Oy |, < ае 成立 的 最 小 整数 . н, G=P, @. 则 对 任意 的 a, с>1 
4—1 
ь>——, 
Nb> 二， 有 


N 
у) № А 


P-a] <A) Ска, b, OF 
ew) 


а | 


) a’b 2 т ah 
一 ! z z 
a—a? (2) a—a? (2-2 _ =) 
b-1 . b—1 


证 明 пй |а| оу >de, FW, GOW ЖЕПЛУ МЕ. 5 у=: minda], 
G (220). 则 对 任意 的 7 过 7 , 


lar, 2] zno de. 
ev) 


BE - 步 ， 由 引 理 3.5.1, 可 得 


(4—0 ғ <], 15|, 
1-2 | 
Е _ be ab ? 5 
<|р—Г„@ су) = ү ald АКС i 
аа? 
b а? 52 1-2 аЬ 7 
因此 ， G 2 Ж aS 296 о 3-4 ы, Phos 
аа? аа? аа? 
st 
ab hep, e 
工 < PÈ eo E | (3-8) 
7] 


40 ¢ 


HNA е Жл М < HAE VT, D, 40}. Ж, 


2 2 
N < (5) D + |у 
cl) 9 


下 面 分 别 估计 右 端 的 两 项 : 利用 式 〈3-8) 可 得 


т -T 
gy) D+ 


2 
Лә? -1 
(5) (2) <( Е ) e b уе 
с—1 col т 
7 a—a? (一声 | 
b-1 
2+1 
fey eh 2 ao 
Sal |75 Plv E . 
amad ds] 
b—1 
201-2145 -1 ° 
т 117 — 一 | ab ?vl 
cb gw Se Plv т - 1 
ааа 1) 
b-1 
А ah 2 1 -1 
Z 1 оу) 
aad a 
6—1 
因此 , 可 得 
2+1 1 
2 2,73 2,73 1 1 
м< 5) — ab 23 Г b eg, 
е—1 £ 1 т 1 су) 
a—a? (a21) а—а? || d—2——— 
b—1 b—1 
等 价 于 
2+1 1)" 
с Ы ab 2 
< а 一 -s 
E | +c |ў уу № . 
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最 后 , 可 得 
上 一 Dy levy < 上 一 Dl ag) 十 | 一 Oy lxv =а+д с а, b, oy eV) N °. 
小 面 的 主要 定理 改进 了 定理 3.2.4. 


定理 3.5.1 Жие (V), tasty, O<s<s", 则 Algorithm IEH A, 满足 
T 


-1 1 
a <(d+D с2С2С, |а 


3—3}; =S 
|а ИА, ку) # Ар > 
HH, Q=: min _ Соба, b,c). 
a, c>], b> — 
а—2 


证 明 ”首先 证 明 Са, b, c) FEE ау,су>1 Al b> 处 达到 最 小 值 C . 注意 到 


2 
Ala) =: E, +оо) БЖ, 而 且 lim Ка) = lim Ка) = оо. AIE, 4 在 某 个 m>1 
a—a2 gi 
it 
处 达到 最 小 值 4 ， ЖЮ, —— ERN hT 处 达到 最 小 值 ， 因 此 ， 
d—2— 
b—1 


TE Cao, bo) 处 达到 最 小 值 mo， 定 义 


2 yl if 
rol n temi) . 
c—1 
TA, flo) 4, 十 ce ) 上 连续 , Im H. 
lim flo) = lim fo) 一 十 co. 


ШИ, Со 在 某 个 co>1 处 达到 最 小 值 . BUG, Cla, b, с) TE Cay, by, со) 处 取得 最 小 值 . > 
N=#A,, W 


-1 1 
za, I cys Se, [у |< c |z —2,|< 
1 


11 11 
с2С2 |60,1.) с2С?Са,Ь, P| oy) HAD 


#103. 5. 1 容易 验证 lim C= +оо. HS, HOla, b, с) 的 定义 可 得 
7 一 2 


(у) 
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因为 c>, 41 ,可 得 
d—2 
1—2 
2 b 2 1 2 
Cla, b = 4 — x —2 —__ ta 
a dat 42 „шт 
аа b—1 
进一步 , 有 
2 
C=: тіп Са, Б, с) 2 min— = 
a,c>1,b> L —2 al 2 
а-а 
2 
从 命题 3.3.2 的 证 明 过 程 可 知 ， lim min 一 -一 十 co, 从 而 lim С,= + оо. 这 说 明 当 接 近 
7 一 2 а 一 T—2 
a—a? 


2 时 ， 定 理 3.5.1 中 的 估计 并 不 好 . 然而 ,不 能 将 定理 3.5.1 延 伸 到 一 2 的 情形 . 因为 V RA 


1 


包含 在 LCV) . ERE, ve XV) XV) Pvn. 
给 定 rs (0, 2) 和 qc4, 表 3-2 给 出 Co 的 近似 值 . 


表 3-2 Co 的 近似 值 


Co 


2.402 538.3 3.522х10" 
6.178 х10* 
0.3 758 433.4 
04 | 26 862.8 
0.5 3 646.1 
0.6 968.27 
0.7 377.53 
0.8 187.3 
0.9 2218 2.89 14.45 109.27 
12.49 71.55 
11.07 51.1 
| 10 39.078 
9.282 31.65 
877 26.98 
8.46 24.19 
84 22.93 
8.66 23.35 
1.8 2.594 7.295 9.54 26.71 
1.9 2.653 12.38 39.995 
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WR Ma=b=c=2Mld=4, 则 得 定理 3.2.4 中 的 Co 的 近似 值 见 表 3-3. 
表 3-3 Co 的 近似 值 (а=Ь=с=2) 


Co 
0.1 | 1.42x10” 
0.2 1.23x102 
0.3 1.2x10° 
0.4 |_ 1.2х10 
0.5 76 995.88 
0.6 12 527.93 
0.7 3 474.54 
0.8 | 1347.6 
0.9 655.11 
1 十 374.02 
11 T 240.78 
1.2 2 2 2 170.29 
1.3 — 2 -十 2 2 T 130.14 
1.4 T 2 ИШ 2 2 十 106.43 
1.5. 2 2 2 92.82 
1.6 一 2 T 2 2 _| 86.65 
17 = 2 2 2 87.97 
18 2 al 101.63 
156.51 


Жай ”区域 上 的 HM 无 散 度 多 小 波 


给 定 不 可 压缩 汕 流 数据 ,小 波 分 解 的 第 一 步 要 求 给 出 速度 场 在 某 尺 度 空 间 中 的 初始 带 近 ， 
而 且 保 持 不 可 压缩 条 件 . 对 [0, 1 上 的 周期 边界 条 件 ， 谱 方法 经 常 被 用 来 插值 不 可 压缩 满 流速 
EA. Ai, RAR uN’ 个 格 点 上 的 离散 Fourier 系 数 , 即 


1 > п шік" 
i=— ii (=e ШЕ (4-1) 
№ ne (0, 1, =, А12 N 


Жоо = > беч" 此 时 ,不 可 压缩 条 件 divii=0 7H 5 к-й„=0, V ke (0, 1,…， 


ke{0, 1, N—112 
№1). 在 参考 文献 [99] 中 , Deriaz 和 Perrier 利 用 了 LCR?》 中 的 样 条 小 波 空间 . BARE й 
在 两 个 方向 上 都 是 1- 周 期 的 , 所 以 用 LO р 中 的 尺度 空间 肪 更 为 合理 ， 接 下 来 的 小 波 
分 解 也 应 该 在 PQ0, 1P 中 的 无 歼 度 小 波 基 下 进行 ， 因此， 面临 下 面 两 个 问题 : 
(1) 选择 [0, 1 上 适当 的 无 散 度 小 波 基 , 使 得 初始 逼近 保持 不 可 压缩 条 件 ; 
(2) 初始 还 近 和 进一步 的 小 波 分 解 应 该 具有 快速 算法 


4.1 区 域 上 的 HM 多 小 波 


虽然 已 有 很 多 [0, 1] 上 的 双 正 交 小 波 , 然而 边界 附近 的 小 波 基 元 素 并 不 是 实 直线 上 小 波 的 
简单 限制 ， 而 是 一 些 函数 的 线性 组 合 . 鉴于 此 ，Hardin 和 Marasovich 于 1999 年 利用 分 形 插值 函 
数 构造 了 实 直线 上 的 双 正 交 多 小 波 . 这 类 小 波 的 特点 是 : 它们 在 [0, 1] 上 的 限制 就 是 C(O, 1]) 
的 双 正 交 多 小 波 ,， 而 不 需要 专门 构造 边界 小 波 . 具体 地 说 , 对 /之 0 


ФО) = 22 ф,0/х—0 желу, 1, k= 0, 27, 
Sik | 


> 


224д!027х—Ю, i=1, k=l, 2, 1 ,21 i=2, k=0, Le, 27-1. 


yo = 22 W О?х—Ю Жуу, 1, 0, 27 
s, j,k j 


2? ywi2/x—h), i=l, 2, k=l, 2,---, 2—1- 
类 似 地 ， KABA д! Од =:д1 „ОО ЖИ GO =i Од. ЖШ, se [=> 2] 及 
з=” 是 参数 .从 这 些 概念 出 发 , 2000 年 , Lakey 和 Pereyra 利 用 Strela 的 双 尺 度 变换 对 Hardin 
a 
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和 Marasovich 的 双 正 交 小 波 进行 光滑 化 和 粗糙 化 技巧 , 得 到 POR) 上 的 另 一 对 双 正 交 多 尺度 
RR OST, J А р, yw? .它们 的 简单 限制 也 构成 (0, 1р 上 的 双 正 交 多 尺度 函数 


和 多 小 波 : 


у | 
22 getix Yo, 1=2,К=0,2”, 


ó TG) = ` ` 
/ . | А 
220 Oi х), i=l, 2, k=l, 2, ---, 27-1. 
Hy 
2 2 ye Qix—P yo у, i=l, k=0, 27, 
WE о) = | И 60 


27y t х), i=1, 2, k=1, 2,., 27-1. 
Kb, ERIEN gO My, BATARE 1] 上 具有 零 边 
Н. 定义 
5+ х=! i- 2- + 
P; =: > > (у, AST 外 tt È (/, Ф), 


i=l, 2 k=l k=0, 2/ 


Bf=: > > Oi pk) OE к > (f, T да j,k +(/, p20) 9? Óz jo 


i=l, 2 k=1 k=0. 2/ 


那么 下 列 结果 成 立 . 
定理 4.1.1 W fe Ho40,1)), 则 DPif== 记 Df. 进 一 步 ， PCR) 上 的 多 尺度 函数 和 多 小 波 


满足 下 列 微分 关系 : 
DO? =T, Db=—T,@ ; РЕ =-¥%, ру Y). 


XE, Т„=-(М„+ M.S), T=- СММ" 57), SO =f aD RB. 


0 0 
м na) m= I ) 
1 -1 -1 -1 


He PQO, 1P) div f =0 Rf RAJ uq. 
x; 


最 后 , 定义 
H( div; [0, 1р) =: | fe 1200, 1]? 


МАК О F=f, £) 具有 切 向 边 值 是 指 1(0, у) =, ›)=/,(х, DSa, D 二 0 对 所 
有 x, ye [0, 1] 成 立 . 
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在 这 部 分 ,首先 证 明 AC div; [0,12 中 函数 的 双 正 交 投 影 保 持 无 散 度 性 质 ; 然后 利用 流 函 
数 的 概念 给 出 无 散 度 尺度 函数 , 并 且 给 出 计算 其 对 应 系数 的 方法 . 
&<т= (me 人 2}. сП, 2}, 定义 


ТАНА > ie”, 
OF i,k » i“ І. 

那么 (ZE0, 1) ‚Р RRB DB, (x, у) Фф), (х, WS, ЖІФ2 (x, W= Gx, Wd). 
用 负 号 代替 正 号 , s 代 替 $ 得 到 其 对 个 ， 令 

F =span{ ð, 


其 中 ， tha 


(x, Bi, , G, Dime fl, 2р. 


m; j,k 


则 下 列 结果 成 立 . 
命题 4. 2.1 设 ie НСаіу, [0,1]) 日 六 是 它 在 方 上 的 双 正 交 投 影 ， 则 diva =o. 


ШЕН 7,=:{1,++,27—1},7; =: z \){0,2/ =: z {0}. 由 双 正 交 投 影 的 定义 知 


d 
дәл — 1 1, + 1 
div и > (6,05: ГА Ps, ike )-—Ф у Pb ity 


keZ}, keZ? dx 


_ d 
2, 1 2, + 1 
+ > (u, Фу aÊ sjo 9? bj 


heZ?, kez? dx 
+ > 1, - д? 9 + 2 
u Ó; ibs, ль dx RETENAS 
keZ}, kez} 


一 d 
2, 2 2+ 42 
> uy, OS к Ps. jh TOE jk Dijk 
1 1 2 


keZ}, kezi dx 
+ > д! or ó! d gut 
Ua Psj KÊ s, jm | PR jk dy 3, j, kn 


№22, keZ} 


_ d 
+ > (u, a 


hezi, keZ 


- d 
2 L 1 1, + 
+ > Е he 


hezi, kez! 
2 2, - 2 d + _ 
+ > (и, O O 09 аа ль (4-2) 
keZ? keZ? Y 


Bly a RADIE, 所 以 u(x, ye Н, (0, 1р, vye [0, 1]; 类 似 地 ,w(x,y)e H! ([0, 1р 
Vxe[0,1] 注 意 到 定理 4.1.1 中 的 交换 关系 可 以 重新 写成 


Ул Onde ө EF о) óE 


ke 


3 
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=E PGi) ó бы LS фек} Dye (4-3) 


kez кє75 


将 式 (4-3) 用 于 式 (4-2) , 有 
. _ д 
йун,= > (ж - Ps, jh ó, „№ Joon Di. ky 


2 2 Әх 
h8eZ+,k;eZ; 


ди. р 
t „2, 2 | F" Os, A nÓ sj, its) Ose Ó: i ky 
ди 
9 


21 1 2 1 2 
— Ó; ы Pya Oha P 5, jh 
ШЕ >, x 


2 
Г D5 рь ль, 


1 1 1 1 
Ó, „ьщ Ps, у )P5, у, Өз, 


+ > Pain Ó ал Shk фі к, 


ди 
+ > С ГА k; OF ik Ф i ky 


hez2 „№22 Je 
9 
十 > Є 2262 оф б) Фур фз рь: 
hez, eZ 
合并 具有 相同 指标 集 的 项 并 利用 div й=0 (Bf div ü 0. 
为 介绍 下 一 个 定理 , 对 me {1, 2} 和 ele, ek, Ж Жу = а аталы XE, 


1 — т, + , 
9! _ Won, jki > eml, 日 1 _ Wi j,k ‚ IGE 1, 
€p Mi; J, k; I — W mi, j, ki mi eI- 
Wija IE 


MJ PDD 中 的 多 小 波 为 Pe = Wl GW AG, у= 
Vem: ко, Y бу. 对 ee E), ie fl, 2}\{}, me f1, 2} ,定义 


iv i -į 9 i pn i 
{йу ij, x, y) =: yi „кбгЕ2 FA PE mj CX » = 一 е. к, . 


FH 4.1.1, Жау (х, у =0, HEM 


Ў ==: span | #; p2 lee Е;, me {1, 2} °), 


e,m; j,k?“ e,m; j,k 
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aa т 4 m d m, 
Baa DOM OT OT. LP IGOR AD 022.0) д. 04-0) 
则 有 如 下 结果 . 

定理 4.2.1 (1) W g, RWG, We H(div, [0, 10) 7, БЕЗ В, Wa, ж 


[Фа p me пор) 中 元 素 的 线性 组 全 ; 
(2) ЖР" рб, у), Fon C DEAL | EW, 中 完备 . 
证 明 首先 证 明 (1): 因为 divi 达 0， 所 以 存在 - -个 流 函 数 w (х, у) 使 得 


до до 
иј (x,y) =y их, у) = 
由 双 正 交 投 影 的 定义 
д _ 
ux у) = > (22.0 ham Pha om 


kez}, 22 ду 
OW a- 2 L + 42 
Ds Ps, ль), ыз, 6 


+5 | 
hez! 0623 oy 


да - 
+ > (2. ЖОЛГО 


2 2 
һе7,®ре7 


OW a- ,2 24+ 42 
t > ЕИ Ej ni 


heZ2, 5—23 
进一步 ， 利 用 式 〈4-3) 得 
- - d 
ша у = > (o, Oi Pu ick Ep OF it 


Ki q, 
kez} kez} dy 


- - d 
+ > (a, Фу im Psy ky ЕИ k dy Pye 


hed, hezi 


2,- gh a+ d + 
+ > (0.025 9; ORI ду; §,J,k2 


HEZI, keZ} 


2- g2- \gat _ф„з+ 
+ > (о, Pein) OR ah a Risky" 
d 
це22,4)е22 34 
类 似 地 ， 
2 一 一 1- AL. а L+ ¿L+ 
их, y) 一 > (о, баб абады 
keZ}, keZ} 
— > Ov ` 07. d 1,+ 2, + 
PS. „аль Ó KÍ, k 


kez, kez? dx 
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__ 2, - l, - d 2, + 1 + 
> i (о, ду »ь®з,у„ь абаб 
№22, keZ} 
- - үа 
7 У OERA A фо, ` 


heZ?, kyeZ? dx 
因此 ， 


g (x, у) = (в, ыру) Ba G, у). (4-5) 


下 面 证 明 (2): 设 fe W. А (f, PEN a )=0 ii, B (f, Ёз „,,ү=0, SUF IE ВЯ 
7=0: Ж (F PE m ya JO (ло) =0, H 


уоона д и i, 


BLS, ий, „= 0, еєЕ;, те (1,2, 1612. WA, Ponce) (7, P =0. 最 
Ja, HW, 的 定义 得 到 /=0. 

注 记 4.2.1 WH K ux, We ACdiv, [0, 1]?), 则 利用 命题 42.1 和 多 尺度 函数 的 定义 得 
š € H(div, [0, 1] .因为 div Фу (х, y)=0 ,所 以 式 (4-5) 意 味 着 式 (4-4) НАЕ ХАФА" Оу), 


m; j,k 


me {1,2}°&[0, 1 了 上 的 无 散 度 尺度 函数 ， 同 时 也 表明 了 如 何 计算 其 对 应 的 系数 . 
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本 小 节 讨 论 具 有 切 向 边 值 的 无 散 度 向 量 场 的 HM 无 散 度 小 波 系 数 的 快速 算法 . 设 
š (x, у) = (ибх, у), ux, De CO, 17%, W 


й (x, y) => |<, Ф, „Еск Фо, | 
m k 


HEED, tase 2Р2 к]. (4-6) 


е,тј20 k 
直面 的 结果 给 出 无 散 度 小 波 系数 的 快速 算法 . 
定理 4. 3. 1 Wg (x, ye HCdiv, [0, 27), W 


u(x, у) =E | сы, Ф! 0, КЕС Фф, ot | 
m k 


+> > > >a, „лкк. (4-7) 
e,mj20 k iti, 
而 且 无 散 度 小 波 系数 满足 
dem ik» L72 
а“ = е,т,ј, Е? "e Ы 
| i=l. 


em, j,k ? 
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证 明 由 定理 4.2.1， 有 
u(x, у) = Cm,k Фо P m; oa | 


xxx Ea i,j, vn i; Ј, rda m, jk л n ds | 


е,т 720 k | iFi 


00 (x, „= 1, Ф оке д Pron} Л 则 


div ü (x, y) =div Z, (x, y) т Уа, Фу". 


е,тј20 k 


进一步 ， 由 命题 4.2.1 知 уй, (х, у) =0 .因此 ， УУ Уа, ойу Pn, am .注意 到 


е,т ј220 k 


div Ë” a w = 29, ро, 的 线性 无 关 性 , WA da = 0， 从 而 式 


emjk 9 


(4-7) 得 证 . 
现 证 第 二 部 分 : 由 式 (4-6) 和 (4-7) , 有 
DE dein ik amis DL de, m, jPa m jde m jt Pom: jk | 


e, тізе, }20 k e,m jž0 k 
显然 ,上 式 可 以 重新 表达 为 
div zy div div rr div div yy div 
> [аў р,т,2,у,к а, Dm zje do 0), m,2, АА, 0),m,2;;,4 T do D,m,1, j, eV, 0, т, 1; j, ‘| 


m, j,k 


= У [a D,m, J, k PQ, Dim jet a, D,m, jk A, dm jk | 


т, j,k 


1 pri 2 p2 
+ > [a 0), m, j, k LQ, от; jk T da, O,m jk Tq, ЖОП 
m, j, k 


+> [do Dm jal Ko, D, mj, I, D, m fk, Dim | 


m, j, k 


— . — yz div 771 2 
Же= (1, 1) 和 i 二 1， AN D, т, 2367 x Dimi jk Pa, D, mije AL piy 0), m, Bjk ?nj 


a a -9 9 
+2 Vio, m; jkO1> Ko D m, 1;j,k =P p,m Р Vo т.к. 由 定理 4.1.1，2 иі O, m; ад 
х, x x” 


ЖОР! oy cpa 中 元 素 的 线性 组 合 , 而 2 ид D альб DFE му РИАННА. 最 后 ， 
PULP „л. ИЙГЕ Г 的 结果 . 
小 波 分 解 的 第 一 步 是 给 出 向 量 场 在 尺度 空间 巨 中 的 初始 逼近 . 下 面 将 证 明 : 由 谱 方法 


得 到 的 向 量 场 的 初始 逼近 可 以 通过 简单 而 精确 的 计算 得 到 在 式 〈4-1) 中 令 N=27， 并 取 
BRs=0. 设 


йбх, y) = (о, >, Bl x, ») 5. УУ (йо у), Be G, ») Ф, 


_ #49 BRE HMA RES NH 

现在 的 任务 是 计算 

сай, у), фы, KEA ») (4-8) 
All 

2 = fü 22 _ 

Cn peo UO, у), Dog (б, >): (4—9) 

定理 4. 3. 2 上述 系数 ch у „со ‚, РОВ зп Олл 2”), cos (200,27) 以 及 它们 乘积 的 
线性 组 合 的 精确 计算 得 到 ,其 中 .一 -一 2 -J-4, -J, nm,me {0, b+, 27—1). 

证 明 Hä Cx, y= > ie PRB! уу, Ф? y, 的 定义 ， 有 


1 . 1 . 
1 = m,- m2 一 入 т, — 2літх m 2niny 
Cn =u, ИО, > à, | о „Оде dx | Фу, „Оде dy, 
2 


nelo, 1, =, 27—1} 
ch y = (u, Ф017 by PO, ke )= > й, an Poy, „Одета |, фо „О? е? dy, 
ne{0, 1,--, а} 

AA G, Alda, ЕН (4-1) 给 定 , 所 以 为 了 计算 式 〈4-8) MA (4-9) 中 的 所 有 系数 ， 只 须 
计算 fons PAC) er dy, fas, 2, pen dy, [e 7, De" defi 『 Jkl ye?” dy ВА. 
从 参考 文献 [19] 可 知 ， 当 一 0 时 ， 

1, = = 
фс Од KE Ир 4. 1 17 


2” 2 


ф2 G сол, Ми, 724, 1 “他 | 


"2 


且 下 列 细 分 方程 成 立 : 
12 фу О) = J ó Ох+2) +f 5) ё; Ох+р 
Фу CO) OL 1) lé; aD) \6 -8)\G CQxtD 
+f | ó (x) + 6 ) ó Qxl) 
0 14) lé; 2) 1-6 78) 63> QD 
a. n ó Ох—2) 
1 1) (62> Cx—2)) 
在 上 述 细 分 方程 中 取 -1<х<-2 可 得 5=-7a .利用 定理 4.1.1 中 的 微分 关系 
20,00 = 242ф2 00 ж-о; од =ø; Q) —@фу (0) фр OD —¢? 7 OD, 有 


0000—1604, Had | WR g(x) =2V2a OHH [Уза | 
2' 777 


1 1 
"2 2 


52 PW ee EIN ооо ооо 


72/0630, up Na Pay 7 
A 1 


2 
进一步 从 参考 文献 [19] 中 知 CG 100), 62 00)) = а, VD, 因此 — 02, 上 述 讨论 表明 
дь ,8” , Oy AG) 均 为 分 段 线性 函数 ， 政 式 (4-8) 中 所 有 系数 是 sin Orn 2”), cos(2nn, 2”) 
以 及 它们 乘积 的 线性 组 合 ， 其 中 Л=-7/—2,-./—1,—./,т,п,є {0, L, 27 —1). 
注 记 4. 3. 1 注意 到 去 (x, 力 =E Eens Pn FLD Ф, 
一 之 СЯ Part, ten 2 уза | +h di mra m I-A, гъа? т, аага | 
那么 , REAN e, у Me уу, „у, A yp 便 可 以 通过 快速 双 正 交 小 波 变换 
得 到 ， 进一步, 由 和 定理 4.3.1 可 得 无 散 度 小 波 系数 . 
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Bittner 和 Urban 在 参考 文献 [20] 中 利用 Hermite 样 条 构造 了 插值 无 散 度 多 小 波 并 用 它 刻 
画 了 一 类 向 量 Besov 空间 .由 于 描述 特定 电磁 场 现 象 的 Maxwell 方程 中 涉及 旋 度 算 子 ， 而 且 
无 散 度 向 量 场 和 无 旋 度 向 量 场 构成 了 己 (R) "的 一 个 Helmholtz 分 解 . 这 一 分 解 已 经 被 成 功 
地 应 用 于 计算 二 维和 三 维 Navier-Stokes 方程 的 非 线 性 项 中 ,因此 , 插值 无 旋 度 向 量 小 波 会 有 
某 些 潜在 的 应 用 . 
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在 本 小 节 , 将 构造 插值 无 旋 度 向 量 小 波 ， 对 三 维 向 量 场 广 = (£, £,, 及 ,其 旋 度 是 指 
curl f=:(9,f,—9,/,,0,f—9,f,,9, of) » 
这 里 的 导数 是 指 分 布 意义 下 的 导数 . 对 me{f1，213 18183, CXL RD’ 中 的 向 量 尺度 
函数 和 尺度 空间 分 别 为 并 ,一 :CA05 AG, , 
V=clos,2span{@,, „ „тє {1,2}?,1<1<3,ke 77}. 

我 们 知道 参考 文献 [20] 中 的 Hermite 内 插 公 式 有 一 个 重要 性 质 : 无 散 度 向 量 场 的 插 信 仍然 是 无 

散 度 的 . 类 似 地 , 基于 1.4 贡 中 的 Hermite 样 条 ,我们 定义 能 够 保持 无 旋 度 性 质 的 内 插 公 式 4? . 记 
CCcurl;R®) =:{ ve ССВ) [eurl ye (СОВ }, 
A=: Aa tA PEA. 

那么 下 面 的 命题 成 立 . 

命题 5.1.1 BH fe CCcurl;R2, MJ S=: AP Stas tals, 满足 

anis =A (curl). 


、 У де: + _ | 9% __9/; S _ Af; of, _ Ai 9 yr 
明 ЕА owl f=:| 2—2 |8 +| Ha ——— |ó Л, f = 
证 明 EAA I curl f ЕА 2) ! Ë Әх)? + ox, ox, J ° 和 дх, ЕД 


apie r) vie Г.Ж 


i 


A curl f) -(2 


Xa 


д 
3 


54 和 Ny 二 和 度 和 无 深度 小 渡 及 其 应 用 。 


9 0 
(2 APA — Zang or 

进一步 ， 由 cur Às f) 的 定义 便 得 所 证 结论 

对 上 面 定义 的 向 量 尺度 函数 和 尺度 空间 ， 相 应 的 向 量 小 波 和 小 波 空 间 分 别 为 及 „О, 
Xp5X3) =: e All W,=clos, span {Vem , |ee Е;,тє (1, 2} ,1<i<3,ke 22). 对 ec E; 和 


тє 11, 2}, ЖХ 


AM) = Zaps |, 
x 


WV: grady = рт, 和 十 一 一 9 Wi n + — 9 We ыб. (5-1) 
дх, дх, OX, 
GAR, curl gy) =O. 进一步 , 为 了 分 解 万 ,定义 
WA, =: ГАНЯ іЄ T\{i,}. (5-2) 


则 容易 证 明 下 面 的 引 理 . 
引 理 5.1.1 RRIK Tinie ‚Йыш | ee Е;,тє {1, 2 гт, ke Z| 在 万 中 完备 . 
证 明 不 失 一 般 性 , 我 们 证 明 产 0 的 情形 : 设 fe 成 且 对 任意 的 ee El,me {1,2} ,ke z, 
1<i<3 2107, Vom: „)=(Л, Pinior =0. 不 妨 假 定 i=l. н (/, Йок) = =0 和 式 
(5-2), 有 
(и) (и). 


利用 gx 的 定义 和 微分 关系 式 (1-7), C C о) 0. 进步 , 由 
(F Pinoa отел vinas она, я 
1 


1 д 
(Avent, k u |е 
xy 


> 


最 后 ， (7, Fomio = =0, Vee E; me 11, 2р, 1<i=<3,ke Z°, H W, 的 定义 得 f=0. 引 理 


THE. 
为 给 出 双 正 区 分 解 , 我 们 记 IS {i ie 站 并 定义 
isa lya, (5-3) 
注意 到 
curl 7s, — curly) 6 —2e ул!" ё!б„+ ee Ay (5-4) 


其 中 ， lal=lgl=1 Наљ=-1. 进一步 , 定义 
= :can д, (5-5) 


e,m,i 
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这 里 的 求 导 在 分 布 意义 下 进行 .下面 给 出 这 一 部 分 的 主要 定理 ， 
定理 5.1.1 ини Panapo Pinga iZ L, ec E, me{l,2}, keZ’, je ZR 


12 (R3)3 的 双 正 交 小 波 基 , 并 且 其 对 偶 由 式 (5-3) Al (5-5) 给 出 . 
证 明 根据 引 理 5.1. 1, 只 须 证 明 : 


СІ ) (2 > Wem: jk ) =0; 
( 2 ) (We > TAN ) =0; 


(3) (Ж ГАНГ )= ó д, Ô; д k ; 


ee m,m“ j j 
@,@ m,m h,i б, ‚№ б, . 


(4) СА h; h ki Wed т )= бе е, д, 


当 ii IN, 利用 式 (5-2) ЯП (5-3 直接 可 得 (1); 当 i=i,BF, 因为 Aie, 所 以 езе”. 进 
“4, 由 к 和 йд 的 双 正 交 性 也 可 得 (1). 利用 紧 支 撑 函 数 所 满足 的 关系 式 
(пема) (owt g) Al curl (gradf)=0 直接 可 得 (2). 注意 到 


> _ 0 -;— Ө 
72 Ги — 1 ~ Iie} —__ ~ Nie 
ана) 7 Е em: Jk? We ту," y> 2) (и К? Tm Аз k 


ig і 


由 式 (1-9) Цус, 和 Yi 的 双 正 交 性 ， 有 


(2% k ук =V (2 ° Vimy )= 5, g On, m 5, ГА Яр 
”从 而 (3) 得 证 . 
下 面 证 明 (40): H gA AS, ХЕХ, nn ga n) ó ҢА 


EE 一 Ya тд h ез „т ,i2;j2 ko 


ез,тэ; ја, i" 


ZA ZA => > Ma} fy nis, } 
(Ws mah > Bom) 2 сеч, m 4) k ”2 Ye mi sky $, ` 
Л.А 


k Jiki 


аи | rh E ошбу. 进一步， 
Ја 


mijik i, 
Ak 


ie 3 , 
2ew jo б, +2 A£ Уат mig: FAL, (4) 等 价 于 


m” 
Ц 


е5 тт й, Лјао" (5-6) 
ў 


Аал д & лі dle, 
(zev, И Vcr +2 te, 2 ax. Wa ү Л д,» А 6, )- бә a Öm ms Oh sin sO 


ees ess Ths 111 
如 果 e =e, Mi =]. 44=% 时 ,直接 可 得 式 (5-6). Bib, =; 时 ， 式 (5-6) 


E Га Түр, > ~- Кн . MA З 
Е Neel vite, b= дота бл был," 这 显然 成 立 .下面 只 须 证 明 : 当 ey en B, 


mijiki 2 9х х, = Mem sik a? 9 ezma; Jo ko і 
1 


(ке: б, trie yn g fg Nl ol š. j= (5-7) 


JERS i, є fisi, і, }. 当 一 时， 结论 显然 成 立 . i =i 时 ， Fi {i,,i, 


1 


ИЕА Жа j= 因此 , 我 们 只 须 证 明 : =i 


)= {4}. 此 时 ， 


em; hk ° 9 m; јо „Ко 


时 , 式 (5-7) 成 立 . 此 时 , 式 (5-7) 等 价 于 


EE 9 {a} ~ Mine, } _ _ 
8 СИ oilers), |=о. 8) 
i 
HI A a of `5 {Ж „=. 所 以 需 要 考 虑 两 种 情 况 : L=}, =L sle =i 和 
һ=й,й =, . 第 一 种 情况 下 ,利用 一 а= 202 Al ee.=-1, 


EYE. д Na} 1ле } _ _ 4) ма} ИК _ 
= ара н. Л.Е? ep ma; Fn 一 2 Wa m; a ez ty nak =0 
从 而 式 (5-8) 得 证 . 在 第 二 种 情况 中 , R (5-8) 的 左 端 变 为 人 2 sad WA ) 根 
X, 


据 微 分 关系 式 (1-7) = ауыл, 是 Vam оа, 的 线性 组 合 ， 进 一 步 ， 利用 


үк Ні А 和 Worms ta k; 的 双 正 交 “性质 便 得 式 (5-8) ， 


We тл 


5.2 向量 Besov 空间 的 刻画 


在 本 小 节 , 我 们 将 刻画 一 类 向 量 Besov TH. 首先 介绍 连续 模 的 概念 : f C) ep OR") 的 
т 阶 连续 模 Oo, LI =: sup|A "|, HAR Besov 空间 BER 是 指 所 有 满足 
he 


IZPCR”) 


|lise =: [2 On 5 2°, rR}, <+= 
KEL? CR") 的 全 体 构 成 的 集合 ， 其 中 т. 其 上 的 范 数 定义 为 
|7 BRD — :|/| a +|/ BPR") . 


下 述 关 于 Besov 空间 的 性 质 可 在 参考 文献 [62J]、[109]、[110] 中 找到 : 
(1) 用 任意 大 于 s 的 整数 d RELER m 得 到 等 价 的 范 数 ; 


.第 5 章 j B X WE NAKA H 
(2) B GCR”) c> UR”), q SH; BIERE BRCUP(R"), s. = s;; 
(3) H'(R2?) = B;(XR°>. 
本 节 考 虑 的 向 量 Besov 空间 是 


By ra= ле? È лє BEO, iH, 2, 3; ii 
X; 
J 


其 上 的 范 数 定义 为 


СА 
Әх, 


j 


Й 


TA, i fe Ё;СРСАЗУ М, curl f e BRID. 首先 给 出 下 列 简单 但 重要 的 引 理 . 
引 理 5.2.1 00), ge BZR, s>0, 0<p, q < оо, 


Зарев) ss = Ds By UPR?) рэ 之 


175163 


BPR?) 


Г) g(x,) € BPR. 
证 明 х= (x, х,), h=(h, A), WADLER 


А20) = У а а, т A fO Fih): Аде, ЬЬ). (5-9) 


iimm 
ZE, 0Sa, п, S m, n+n,=m, А 一 Ai 一 7 0i, i, < m ii ñm Sm, b+ < 
т. 事实 上 , 注意 到 A) fe G) = fC, +h) g Oath) — fl) g) =А, JG) -g (x, th) + 
Sq) AL, g бв). ЦУ m=1 时 , R (5-9) У. 现在 假设 式 (5-9) 对 mn 一 1 成 立 ， 则 
Ак Jeo) =A „ fet h—A™! fx) 
= X ai mm AB ft) A g(x, +H, Hh) 


ib m, 


一 У а, m n А JG Ti А) Арво, LL h). 


ib mn 
KEO<n, n, Sm, n Tn =m—-1,0<i,i, Sm, IB. й-Ет<т—1,ь-Еп›<т—1. Ж 
一 步 , 注意 到 
Ар О GEDA) AR g(t HDA) Ак Satih) AP g(x,-Lh) 
=A, fOg+ HDA- AF т 0+0) —AR f(x ih) А? 22(х,+ (+) 
FAR fx Ti h): AP g(x, tC HDA) А SOFIA) AR р(х) 


=д”+! 


ny Satih) A; ЗВО L HDA DHA, fn ih): A gO, +i h). 
所 以 式 (5-9) 成 立 . 
& m=[s] 1. AA A? fe (x) 是 形 如 A” ГОА) Agg G,+ih) 的 线性 组 合 ， 其 
中 n+-n,=2m,, т, n, 2 0Ңї-Ет, i,+n, <2m,, Pr 


58 /元 攻 度 和 无 旋 度 小 波及 其 应 用 А 


zr nex SD [Gio Ав азу 
,281,72 
HRA, 要么 m > m, BA т 2 т, RLV] par < E [AMS | 
пу =m 
> [ae 20) |: Ж - 步 , 有 


2 (g, 27, PRD < > 2#o, (f, 22 ,IP(R)) + > 270, (£, 27, D'(R)). 


путу mem 


最 后 , 由 f,ge BUR) ЯП 090) 的 线性 性 质 , 引 理 5.2.1 得 证 . 


йо = (а) > a= ) 定义 |a 


Qj kez"? 


Н 
ёра 


=: СЕ а | .下 列 引 理 成 立 ([20]). 
#4 


в| 5.2.2 车 Ge ВОРОВ") BARRE, 0<р, q < оо, 0<s< o, 则 


| J 
улоо 可 sa ЛД, 
kez" BPR) 

> Dd a9 2! o 

JZ jo keZ” BPR”) 


定理 5.2.1 #0<5<1+-, 0<p, q < e°, 则 
P 


(1) Ул. ik Pan, i; док < |, 小 ， 
k ÊP?) 
ӯ >V V . 
(2) > Уо, ету, N e,m || gst ? 
FEI k BsCIPCRS) Р 
(3) > Le ыц kV amiy < ааа |а 1. 
23) BSCR) 


证 明 іл: УВ, „Фах А 有 的 第 i 个 分 量 , ДАУ В, hk” х0 H. 
k k 


ә, al 8 att | et 2+1 1+} _ +1 
=> bpa 2 ol |О*%х—Ю. AAE EB, СРО» с В.„ UPR), 6, € B. PEPR), 


由 引 理 5.2.1 4, ©З изе, Ф, 5 2 е pe FRY. 进一步 , 利用 引 理 5.2.2 的 第 一 


ГА 
个 不 等 式 , 有 


д 
Ox 


ГА 


||. 


BCLPCR3) 


|А 


ВЕТРОВ) © <|... i 


g? 


я | 
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最 后 , 由 定义 知 他 parao E Mnile АПШ (1 得 证 . 
Фг= > Ya а А уд з mg, Ж g 的 第 VIS ›<3) 个 分 量 . H g, 的 定义 ， 


ТЕ k 


g У > Clo jk и) (27х—Ю А 
I? jg keZ y 


ZeLLe А —— yl, |Обх 0). 
Әх, «ушук дх 0%, em 


JP јо kez? 


2 1 
类 似 地 ， ae m? д И S B. PCLPCR®)) .根据 引 理 5.2.2, 有 
OX,OX, 
М 0 
|z, вал) < | oo 250 5 <| Oem |, ы 和 | -= 一 ax » laar» S ICA m leg 


„|. TER 2) 得 证 ， 最 后 的 不 等 式 (3) 类 似 


emj, Ve, mijsk BS TPOR?)) 一 SI о; 


JZ Jo 
可 证 . 
为 证 明定 理 5.2.2, 需要 参考 文献 [20] 中 的 两 个 引 理 . 和 通常 一 样 , 我 们 用 更 《DD) 表 示 区 
域 D 上 正则 性 指数 为 K 的 Sobolev 空间 . < 
Еу» WED) =: nf |/ Ру" 


al 1 
引 理 5.2.3 Buss, нє Му, 0<p, q < °, 1< т<осо,Ж o, Cotk, ke 7", 
p 
1 


АЕТ 


引 理 5.2.4 设 二 一 = 十 w<s<d， s>0, пє №, 0<р, 4<% 1<т< о. H5,,027 (с 
р | i 


BSIPCRD) ° 


+k), jeZ, keZ”, W 


1 18 


| s— 724 2— > 
> ene ПРЕ? Дд ГАЇ 乏 | 由 


BSCIPCR™)) ` 
2 kez" 
= у — 2 at у —{/2 зу A — 
定理 522 BBA Emin) C= (A Wome) „Ж о 
kez И İZ jo keZ 


(7, Wemisk)) s, le kasa mar <s, 0<p,q < es, Д1] 


(1) | Bni |, < 让 P R? y? 
(2) || ae lees <| вза? нз) 


ee eT ad TY oe 11 555 


D [2,1 |4, 


вза? авз) 
证 明 设 o=:[-bI CR’,o,,=27 (0+0. ERE B= (F, быы) = nE 
不 失 一 般 性 , 假设 i=1, 证 明 
А l= KOOR ба) ev? Ёз CPCRD) ' 


X урут] |, h i=l, 2) КЕХА (Л, Oo.) |< |l. uD ` 


ВОР (RÐ) < 


进 - - 步 , 利用 引 理 5.2.3, 


m,1 


1 
P Р 
„5а ) <| хм. 


||, „о: 当 =2 RADU, m=2) 时 , 有 
BSP (R D? 
|/ of „әу 
02, 3} \|—2-n 1 {2} <> |> А 
(AP ) ү P minsk ) 9х; Waj 
注意 到 1 十 一 s <s; ， 的 定义 (1) 得 证 . 
(PCR ) ) 
ай ӘУ уаз HIEI: 对 he BEOR), 
h, Woe 127 Eh, Wo 01)) (5-10) 
或 
(h, Ela |S ЕЛ, Со 0). (5-11) 


BSE E, HANER ЖЯ ЙЕ: 对 任意 的 Ps П,, (h, Py )=(—Р, Waya )' 
4eG) =19 eG) =0 R.m G5=2 时， 由 微分 关系 式 〈1-11) 可 知 
д 
|(л, PEL „)|<27” (ac, а) 
进一步 , ШЕЛ, WL (Co, O) 的 定义 即 得 式 〈5-10) . 
eG) =0 H.mG5 16, |, PE ELC #—Р ) АР, :这 样 ， 由 
E,(h, DC o; O) 的 定义 得 出 式 (5-11). 
下 面 估计 о2о, ў 2, ЕХ, 


<2 |, P| 


Моз" 


2 2 = 211, 
a? =, Ü imisa )=2 i a (curl, wi j, e] $, ) 


ME - 步 , 有 
op of A, ai -ar 1 9, _w 
АА 2 1 Cae ЫЙ, А ,) <2 7 |z Weg + уа . 


А 
В, emi 


Жиль, Penka 17 
tog TI iaae emi ~ 7 ascrPcR3)) 


在 式 (5-10) ЯП (5-11) Hem, JJ I2” Eh WoD R #2 


„m,i; j,k 


te 


j ‹+н—› 
. р 
|2 ll, 


of; 
Әх; 


.利用 引 理 5.2.4 (在 第 一 种 情形 取 


g1 


S2 Eh, LOD. FRH |o 


s+ 一 
р.а 


ш=1, 在 第 二 种 情形 取 w 一 0),， 得 到 


A 
В, emi 


<| 


BCPCR32 ) 


‚Юй (2) 得 证 . 


CCGR3 ) 


5+1 < A зү" 
Lp,g BPR) 
e 


类 似 可 证 


A + 
| 3 十 1 < |7 
fpa 


= va > > 1 „МИ, . эл. 
最 后 估计 ay, =, AGO )= (s, on) ХАЖ ВЕ, i=1, M ГАННЫ 


1 ~ y сузл d ~— ~ d ~ £ МУ, 
2( SoTa) 注意 到 KIT 20а а 0 — 67. H e5 R e= R m= В m=2W, 


名 Ath 
ax.” e,m; j,k 


Ж, ide {2,3} HiAxl. RUT ЕЛА, ATEN 


У -j 
| Oem: j,k |<2 , 


зу {of ИШЕ; 
Vv 2 сю 
о {52 ‘af a ‚ ИХ 7 或 A mja &2 љ(2 ‚Г cop} 


进一步 可 得 (3). Ж ТАЖЕН BE e=e=0 Н mm. 40,=0 \{x,=-1} 和 
0 二 :27( oo 十 局 .对 任意 定义 在 о? ЕЙ PEN W 20, +, х) B РО, - ， 为 ) 的 一 个 原 函 
数 ， 即 

gq, 0, х) =: P x, x)dx, 
H g| agp = fl аза 进一步 ， 结 合 微分 关系 式 〈1-9) 得 到 


Ox, 9х, 


~ {23} \ ay ð 2, _; d ~ 
(fir, Ue a) =-2 7 live El (fe )=-2 7 (rs ae 


EA e= BA, RAZMERE, Вт (8,723), )=0. 从 而 


a M „_12,з›\|_„—;|/ д _ 
(л, ГУЛ, = fg ; ГЛ) =2) ит on) 
2 
Ox, 9х, х, RER 


= 70 
L Co? р) 


ere eT ett Te tl ооо 


W <E, (Ж. Lo} p} 利用 引 理 5.2.4 便 得 (3) . 


(Fo PAS 


综合 定理 52.1 和 定理 5.2.2, 得 到 下 面 的 推论 . 
推论 5.2.1 设 0<p, gS, ШЖ (8, O Є OC mij Dj P Lom bik 65, AOSS 


++, 则 
р 


р V 2V 
| У В, гь, gt > > (ze e,m, i; j, We. mij, at ба) 
m,i,k 


İZ jo e,m,k 1, 
© | Faw Com ls} 
RIEK, mfe B: (DP (R’)) Bt 6253, wal Pm, i №, 中) ea， 


(六 过) 


б 3 
ÉSPRI) ) 


er 十 | 
p.q 


emi 


„+! 


пайа) eza 


J> jg kel? JZ jo keV 


izk „ЕЙ, 


注 记 5.2.1 应 该 指出 的 是 , 没有 共同 的 s 使 推论 5.2.1 中 的 两 个 估计 都 成 立 .实际 上 , 这 
是 - 个 很 大 的 缺陷 . 然而 在 很 多 情况 下 ， 只 需 其 中 的 一 个 估计 . 例如 , 推论 5.2.1 中 的 第 一 个 
估计 可 帮助 证 明 5.3 节 中 的 主要 定理 . 


5.3 无 旋 度 小 波 的 稳定 性 


由 于 本 章 的 小 波 均 是 在 Donoho 意义 下 定义 的 , 故 它们 不 可 能 构成 LORY ri [К] Riesz 
基 . 然而 我 们 将 证 明 : 5.1 节 构 造 的 单 尺 度 小 波 基 在 CORY 意义 下 是 稳定 的 . 设 ke Z, 
с =:[-1, 1р, 定义 


а“ 


е,т 


+ 


et 


Cem. BS SUPR 


А,=:{1є 2 ‚вирр u Moth FS }. 

引 理 5.3.1 对 每 一 个 ke 7°, BWA {ул |еє Е ;›тє{1, 2) le 4} otk LR 
性 无 关 的 . 

ШЕ 不 类 一 般 性 , 假设 =0. 由 于 {fC?), 三 1，2,…,m} ALL gC), 7—1, 2, …,n } 的 线性 
FAVA (Pg), 1<1< т, 1 皇 j 志 由 也 是 线性 无 关 的 . 因此 , 根据 yw 人 的 定义 ,只 
须 证 明 {ED EW, EHD, 00), 00, EOD, ОО, КО), nO , 
Wm xt) } ALL ED, FOO, 600—0), GOO, GOD, 7 Од, (x+D , 00,7, AD } 分 别 在 
[-1, 1] 上 线性 无 关 即 可 .下面 只 证 明 第 一 部 分 ,第 二 部 分 类 似 可 证 .假设 

aé —D+a, На, ОЬ 6 (x—D+ b Gob, Ох} 


+e т Oen ad оо на aD =0 | (5-12) 


对 任意 xe[-1, 1] pan. BA E O= O= Al E= 6, o 所 以 在 式 (5-12) 中 取 x=0, +1 
即 得 a 二 gy 二 一 0; 类 似 地 , 因为 „СЮ)=0 AEOS ó, 4, 所 以 在 式 (5-12) 的 两 端 求 导 , Ж 
后 取 x=0, +1 A 7G 5,=5,=b,=0; ME, 式 (5-12) 转化 为 


ср te xt D+ a то) +d nf xt l=0 (5-13) 
对 任意 xs C1, Ёз. EEEn Gs 8, Ж; |2)= 0. 在 式 (5-13) 中 取 x= 土 了 可 得 


а=с,=0; BLS, mEn (5) À. o 式 (5-13) 两 边 求 时 并 取 t а =а,= 0. ЗАНЕ. 


ЕЛ 3; _ 
定理 5.3.1 pums” 2 аук 2? Wom x lec Eme fl, 2} ,ke eur HRW, 


的 Riesz ЖЕ, Jf Н. Riesz 界 不 依赖 于 j. 
证 明 利用 引 理 5.1.1, 只 须 证 明 函 数 系 的 稳定 性 . 不 失 - - 般 性 , 令 


@=: > Ca майа, | W,. (5-14) 
e,m,k ii, 
则 对 s>0, Arcus) <las: IA нң ВЗВ), FA la [8 а 28 


1 
2 
一 步 , 由 推论 5.2.1 的 第 一 个 估计 得 | 可 <[а|„= Р РЕ A nik н) . RIF 


бі. 


的 任务 是 证 明 


“мыл | < Z (5-15) 


4. 16|: (5-16) 


да _9%, т 
ax, ox, > Wem; 0,k 


д?@, 
Ox, Ox’ 


е 


事实 上 ， 


А — 
аа 


.根据 р 的 定义 ， 有 


d^ 


Мр 


(5-17) 


Ox, 


i (12 Co) 


е 


I Coth) L (otk) L? Co+k) 


32, 


bla 
xy 可 以 被 


М vel, Фо0,= У а „А. Ww, дє IMv) 时 ， 
е,т,ї 
c> > 


e,m le A, 


оо 


L (oth 


А ||” Coto 


аа | 控制 ， 因 为 4 的 基数 是 有 限 的 且 不 依赖 于 所 以 


64 эы 


рек). блю 


=> > 


e,m Ic Ay 


(ух; te Von 


PCR3)| ` 


注意 到 |/X, 1 liz =|/ lor > э \/ ? Vem. ) Poth 


因为 { wit! see Е;,тє (1,2) ,ke Z? } Ë Riesz £, 所 以 存在 0<m 和 M 使 得 


Iv 


"Ик SEE (rino) 


再 利用 引 理 5.3.1 Bw lee Eme {1, 2} ,le А, }ДЕРСо-ЕЮ Ч Riesz Ж, 因此 ， 


< MUS ix otk)" 


Poot) 


2 
2 v __ 
2.2. а, Sh У em Vam lo dx |0, Mobb" 
e,m le Ay 
2 
Selon tle, 120 a+) ` ын, > ймы]. |а|: 
从 而 式 (5-15) 获 证 . 
为 估 计 ду вд, wI={i, i,,i'}, 则 
dy, |= \ (ë, We oa) = ЖАТ и T 区 (шй, ) 

“4 ее, =0 Hm =m = 1, |4“ „|< коен? ; 在 其 他 情形 , 有 


十 


00, | 
(н) 


жж, у 


dO, sp 
dya 197 g 


类 同 于 6-15) ,可 以 证 明 lzv „| < dy | а о, EERE. 


k. otk) 


MWY =] 


Ў, Jour! 关中 ， 则 下 列 推论 成 立 ， 


3ј > 3 
推论 5.3.1 ЖЖ (2207, eE E mefl, 2} ,ke Z° ВРУ BJ Riesz Jk, ЗЕН. 
Riesz 界 不 依赖 于 j. 
ШЕВА 注意 到 式 (5-14) 和 ба oul б, 


э SA > АМ} 


а^ лд (ë, Wom: oa) =p (curl, We L) 


因此 ，@ 是 无 旋 度 的 当 且 仅 当 qd， , =O. 推论 得 证 . 


жож 方 体 上 插值 无 旋 度 小 波及 应 用 


由 于 许多 实际 问题 都 是 定义 在 有 界 区 域 上 , 利用 区 域 上 的 小 波 更 加 合理 .本章 及 其 后 的 
几 章 主要 介绍 有 界 区 域 上 的 无 旋 度 小 波 理 论 . 


61 ГЮ АХВ АЖ 


本 小 节 主 要 利用 Hermite 样 条 构造 方 体 上 的 插值 无 旋 度 向 量 小 波 ， 首 先 给 出 下 列 记号 : 
Z°=:{0,1,…， 21, Z;=:f1, 2,2}, 
=:{0, Lev, 2—1}, Z=: fi, 2,..., 27 -1}. 
xH fF > j, EXP, 1] 上 的 尺度 函数 : 
人 一: £ Q! x—k) о, ‚ m=1,2,ke 7% ; 
EA =: xy g TE k, ke ZL; 
ёк = : E 0/х— k) Moip ke Z°. 
进一步 ， 定 义 尺 度 空 间 
У: span{ Ei t o a; ik ke zit, 
Vp =: span{ дуу „, Sn |А e ©К, 29), 
WEVA жу} 290, 1D EWS RAT. AERTS EAE, E 
E=: Sp (7.251 )=f Qp, ke Z's 
Y= :-85 (f, Ei, )=2/ "О !Ю, ke Zi; 


B= Kon (f, gn =2 ip ja dx, keZ, : 
E=: 06, (f, 8) )=fO D, ke 75. 


在 [0， 中 上 的 插值 多 小波 以 及 小 波 空间 定义 如 下 : 
In: j, mR) =: Wn: 100 До, =} 000, КЄ Zi; 


Ж “= :врап{ г, |т=1, 2, ke 22}, 
Ж, и: 02:1), m, 239, =:€,2--D-G2--2;m=:G§2--D 
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对 应 的 对 侦 为 广义 函数 


А 1 ; 1 3 3 1 , 
йү=:бу— уд, sate 8,1 go =: x = б, 
_— зау 3 ， 

T= Moxy Дыр. Lari 1°” й„= б 4974 ' Жол: 


m, (л) (TE). KADAI 
е )=2 [20000 68,0027], ке 22; 
SNS Sas 0 gat mas ge i 


Чогу ду, | ke 7"; nki, =2^1 Ке 22. 


dx 
d 2, А d za,- dg 
Jx — oN, = [Z i kT Eata) gae 2 4 Pare 
令 Tc{1,2,3) 二 :70 定义 尺度 函数 
3 
Das x, ы) = TI Z, G), M= CM, m,,m,, ) e {1,2}, 


é vel, | 
stp, а=” “对 应 的 小 波 为 


we VEL 


We „О, 5, 3) = a La т.005), e€ Е;,т=Ст,, m, m)" e 11, 2]. 


RE, ERA AMES, 而 且 


£=0, 
ари га. 
Do k= On „әр, АГЕН EE ВЯ СНОВА, 对 应 的 对 偶 可 类 似 定义 . 进 一 
步 , 定义 
Pt Oa 6,, 天 一 :span| фы me{l,2} кеу, 1S i<3J 
和 投影 算 子 
Ap APP FAM IS ATU, Ab AP +AN IS FASS, 
参考 文献 [6] 中 给 出 了 下 列 结 论 . 
引 理 6. 1. 1 对 光滑 函数 三 :[0,1 >R, LA улет (нет. 


命题 6.1.1 Be fe CCcurl:[0, IP={ve (C([0,1]°) ?|eunys (со, 1] ууз, W curl CA? D= 


-cs 第 6 章 方 体 上 插值 无 旋 度 小 波及 应 用 
从 (curl p>. 
证 明 利用 引 理 6.1.1， 可 得 
Acur D =" [A ara r= óA) (2-2) ó; 


Ox, Ox Ox, OX, 7 (dx, op 
9 А,{1, 2} 9 A, {1, 3} 9 A, {2,3} д A, {1, 2} 
= A, apts — 4 Я э 11» д, + A N u u — Д: з 1% 
(2 7 fs ox, “ fr Jo ox, ” Л ox, ' Л |0. 
9 лз} 9 44,12,3} 
H -Lanea р даз) |, 
É 7 h ax, ? fi |ò 


由 旋 度 的 定义 可 得 curl СЛ })=А%(сш1 Ў). 
命题 6.1.1 是 很 重要 的 , 它 表明 投影 算 子 AD ?保持 无 旋 度 性 质 ， 一般 情况 下 ,向 量 小 波 和 
小 波 空间 定义 为 
Di mijt : Yor, 


WI—:span Wen, lee Ez me {L 2) ,1<i<3,ke WI. 


对 ee Ете {1,2}, EX 
Wein ;= :27 gradyan a 
=27.9 уха 527-0 уль 77.9 уль 6 ke V! 
дх, Wem: j,k 1 дх, Шет; j,k 2 Әх, Wem: j,k 32 € j ` 
显然 ，curl (A =O. 
ЖТ WS 的 分 解 , BIR Ee. 然后, 对 ie L ih > 
бешли, Vom 45 ke Ур. 
命题 6. 1.2 向量 值 函数 系 {7 人 5 VEE ec El,me (2р, i+ i, keV), ke WP} 
EWS 中 完备 . 
证 明 只 须 证 明 j=0 的 情形 . W fe 成 4 满足 
(/, о о) = Ç, ГРЧ, =0, 
ec E, me fl, 2)’, ke VUV}, 1<1<3, 1361. KEM ARE LOO, 1р) THAR. ЖЖ 
一 般 性 , 假设 i 二 1] MH, р" 1) =0 可 得 
e,m,i; 0, k 
Ср) = ©» УО =0. 
利用 w’ 的 定义 和 微分 关系 ， 有 


д д 
Ë , =з, |х ， Эх, emo, & 上 : 
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BF, Wein, OO язы Л. Zw H0. =, 所 以 Оу =0. 最 
1 


后 可 得 (f, Wy, no = WO f=0. 
为 了 给 出 双 正 交 分 解 ， 定义 


Ae 
We mj k 


= роо, (6-1) 


设 [ 一 人 L, i}, 则 


curl gè угу ia e ид“! е, бузла 


om; j,k” i e,m, j,k“ ig ? 
HH, Jael, genl 现在 ， 定 义 


ZA non _—. | ~A, IMi, ig 
Ж ан curl TAO (6-2) 


这 里 的 导数 是 指 分 布 意义 下 的 导数 . 下面 给 出 主要 结果 . 

命题 6. 1.3 向 量 函数 系 Тйл, po Fon plec Е,тє{\, 2 ,izi, JZ jo KEV., 
k, € V3} 2 ([0, 上 六 的 双 正 交 小 波 基 , 对 偶 由 式 (6-1) 和 式 (6-2) 给 

证 明 根据 命题 6.1.2， 只 须 证 明 


А, поп ZA,c үгу. 

(1) (р о рд )=0; 
=A,c ZA, поп —p. 

(2) ( e,m; j,k? к }= 0; 

(3) (фе ўс =ó 6, 0. Oy ,; 
Wem j,k» We ms yk eem, mOj, Ок,» 


(4) (wenn ZA, поп )= ó ó 


Мат, ў; isk? Wen, ma, ins jas ky er, e2 C m, my 


证 明 过 程 完 全 类 似 于 定理 5.1.1. 


Ó, 0, ъд: 


4,5 Ji J2 
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设 0<p, q < co,s>0， 主 要 考虑 如 下 向 量 Besov 空 间 


“йе В (1Р0, 1), i=1, 2, н) 
х. 


Ј 


бағу: св» а? qo, 1) 


|/ 


СЙ 
Ox 


J 


3 3 
urqon» ` >V BSP C(O, oth, > 


< 
Ji 


BP QOP 
显然 , 4 fe PO, 1P, curl Z € (BiCIP[O, 1Y. 
引 理 6. 2.1 ([6]) WF ge BURD АНЕ, 0<р, q < со, 0<s< c, IJ 


第 6 章 “ 方 体 上 插值 无 旋 度 小 波及 应 用 时 $ © 


<s>) ply. 


BZP (fo. П) 


У 44@027.-Ю) 


keV; 


> > о,„фО/.-Ю 


JF Jo keV; 


ВОР ГО, 17") 
ЩН, V =:{k|suppoQ’ --k) c[0, 17"} . 
定理 6. 2. 1 90511,04, ооо, 则 61 节 中 定义 的 一 рас Ayaro 
Æ 5 р’ p. q <, 则 6.1 节 中 定义 的 Фп, is j,k? Dorm: j,k AU Wo, m,i; j,k 
满足 


> > Pi Pn sy, itd > > a Qe m; ГА ИЙ шу, k 


m,i ke Vo JP jo ет, 54 keV} 
non "п поп 
十 之 2 У онь WA ipa 5 2 ep 30> +в], 
JZ: Jo e,m keV? fp ер. 
A KIPQ0,1)) 
证 明 只 须 证 明 下 列 不 等 式 : 
=A 
(1) У; Вкл к < Bri ep? 
keV, N 
=o A KIPQ0,1)) 
A, c с 
(2) > > а, em; j,k Pemi j,k < а. s+1 9 
之 jo keV; Р,4 
ошку, ÊRO, 1P 
an поп поп 
(3) > а, em ij kI e,m is j,k < Oo mi gu EF i) 
Sjo keV} 
Zire ÊP q0, 1р) 


证 明 过 程 完全 类 似 于 定理 5.2.1. 
Ф ау 52 0, PHO, ke (ZY. 边界 情形 定义 为 : GRA = <i <3) 时， 
о, 定义 为 用 [2 和 27] 替换 27(5， AH] @[k,, +], Ар 的 第 i 个 位 置 ， 当 
k=k=2, i Pe {1, 2,3}, 0, E XAH DRT, V RRR AE 最 后 ，o 


(ре, 2/]®[2^1,2/]®[2^\, 2) . 


51386. 2.2 ([6]) 2-2 +u<s<d, s>0, иЄ М,,0<р, д < s,1< r< e, j, e N, . WA 
P T 


(5, (7, wr Cy. ))) z ve, 4 Š 
=jo lle 


j 2,2} ay 


|7 les Po, 17) ° 


(2 ACT 的 


直列 引 理 容易 证 明 . 
引 理 6. 2.3 下列 关系 成 立 : 


70 ФЕДЕ ЛИНЕН 
A+ \ _. 1Y) 1 луу wo/ 
(ean IGB) zI Pe TCD) 
-t .2-7 PIK +s .2 РОЗА); 
(f, Ay, 52 ©? /2 О) = SIHD) 
+5 fO D +t 2 УО рО) HFID]; 
~A,- у > ttp j 2 J (k+1) 1 -j 1 -y 
(ту )=2 fu, /%0Фй—2 Las 004—250 p+ JOID) ; 


~A,- 3 4, r2 /ktD 1 2, 1 2. o 1 

(7, Thy e)= 5°? i fdr fO Tk) +27 0 къо (кы). 

E 令 3 < co Л! = f FA 

定理 6. 2. 2 1+—<уз<3,0<р,у<с°. MU; (F; iina , 
P ev 

和 а (7 Йәш.) „211%, 


joke vi 


„(Уйа a) 


J? Jo, ke w 


满足 估计 


поп c F 
>J... {Р +> у |е |с) gst] < {7 
m,i e,m\ 1, Pq Pq 


证 明 只 须 证 明 下 列 不 等 式 : 
ч) [Ж e? <|7 
D z L. sl; 


<| 


BRPO, 1P» ` 


аеро, IP ” 


BPO, 1P ” 


о е | 
‚тү Ager? (0,17) 


注意 到 Bat=(f, бы.) = 


DP). о НЬ, 假设 一 1,， 首 先 证 明 
(8), ЇЙ ы» 


40 EP 
ШЕЕ РЫЯ, BS ССр) с СР), к> и. 而 且 
р T 
llo со (6-3) 
(ДИ „)? т=!, 
э m=m= t}, (A, 25051 < 人 
2 3 K 1 3 Jos k ) |А |=. D’ m,=2. 


进一步 ,利用 式 〈6-3) 可 得 
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Р 
> [Л = (ja) |” туі 
=o ee leran : 
1 <l ВАРО IPD ~ f BC, 1) 


P 
, тү=2 
к) 


m=2 CHI m m=?) ， 可 得 


б], < 


2 oh ml 
| Әх. 3 „ 
» Ф, т, ОЛ, w Әх, Ы Pan: jok = of 
2 = ‚ тү=2. 
Ox; Wook Bg 有 


注意 到 1 十 上 一 w<3， 辐 样 的 讨论 可 得 (1) 
р 
对 he BOTOI, 首先 声明 只 有 下 列 鸯 种 情形 : 
CD |, oaths S27 BA, WE Со, D) кй2 EA, WLC, „)); 


(2) (awe рх 0, Со, д) BÈ Eh, 17050). 
ERKL, AONE A RAH, BJ 


UMPRO P)= 0, Pell,; An. j P50, Bell,. 
因此 ,对 每 一 个 Pe П,, (л, г ,)=(А—Р А.И 
分 关系 意味 着 


27 |A—P 
(„ә 27 |0,60, m=; 


рро. 
进一步 , H E, h, WADY 的 定义 可 得 a). A 


一 一 


(Zone. Е 


Н т, = 1, JJ 
Р, =0, т, =l, 


(n р^: {г} 
И 


Шот: jk )=K h—P, we Нр “Me 


类 似 可 得 2). 
下 面 开 始 估计 co ас tH ae 的 定义 知 


emis j,k ет; jk ° 


CHRT М б 2 Ко 7 ра, 


e,m; j. К i 
a f, TA 
ax. >Y e,m, jk 


КЕ Of, лу л 
<2 ú Є ж, le РНИ 
of; zA {i 
ox. ° f e,mi j. k 


non of, ~ A, {i 
Му; mk 2 Д (2 we.) ` 


定 Me лоп =: э! 


em ijk 


Ий). 如 果 @ 二 或 者 6 一 0 H m,=2 , t 


72 OVS рдни КЕ 


non 


e,m, i lyst) <], B4GIPG0,1] :和 Vemi BX LPO, IF) ` 
{нр а 0, Ш 

топ у S2 Eg hy WO, 0), 2 УЕ СЬ, WCO jia) 

或 者 

тот S2 Eh, Гоу), 27 Eh, ECO, 4-5) + 

541—2) , 
јо, =: > : ale) 和 引 理 6.2.3, 可 得 

Ра a 
non of, у: 
В, т, — F <| кыл» ` 
іе |Bsarpq0,11 302 

类 似 地 ， Yama экол» 成 立 。 (2) 得 证 . 


ш, Hatha (FAS) “vest 不 失 一 般 性 , R =l, WU OS к= 


лра) ta пеон E=, мечі о Rm Rm, 有 


РВ л, ) 
Шет; j,k 


|<2 *E, Е WC, 2) 或 27 E, Ë: Га, о} 


i 


Ole m j,k ,ble {2,3} i l. 


长 2 


Le ms j,k 


在 这 些 情形 下 ， (3) 得 证 ， 下面 证 明 e,=e,=0 A т, =т=] ЈИ. 
对 每 一 个 Pe 耳 , Oey, x) Ж РО, , хз) Н ХЫ, БП 


gO X,, X) =: [PG,, X>, Xz) dx, , 


wars =: Л ху=2 


, k,=1, 2, е, 2); g 


而 且 ， | „k=. AAe=1, FHA, 
ху=277(®у—1) J 


B Bris k, 所 以 


r=2 kD _ 


_; ð _ ~ 
-2 ú we i, a jH- £ ASS у, 


k=l, 2,-,2/, 
дх, 2 


Кв) 
k,=0 


A, {3} — ~A, {2,3} 
(в mo We, m j, ы (Л 8, oe hs) ЫШ 


асана muc 


_; д 
j — 7A {3} 
2 ( E gx Paes) 


, k,=0 


EMT 


z| — 22. k=, 2,2, 
< Ox, Өх, Feos 
2 — 9 k= 
OX, Әх, |у, ? 
СА: 
27 9 р ， k=l, 2,…, 27， 
9х, PO; by) 
z|% —p ， k= 
Ox, Гоз 0) 
因此 , 可 得 
2 ЗЕ, |2, Ll о?) k=l, 2,.…, 27, 
人 | 


由 引 理 6.2.2 可 得 结论 . 
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下 列 引 理 是 泛 函 分 析 中 的 经 典 结论 . 
引 理 6. 3. 1 XÆ Banach й], x, 
使 得 对 任意 的 标量 Qis Os Hy» 有 


[ent ох... а,х, 


引 理 6. 3.2 ([6]) © —Вапасћ [н], fy, fiss f, GX MET i, 2, +m 线性 


FER ДНЯ f(D 07 Hm} 


Ji 


3] зу 
定理 6.3.1 MRD? pino y 


IRW? 的 Riesz 基 , 并 且 Riesz 界 不 依赖 于 j. 
证 明 ”由 命题 6.1.3, 只 须 证 明 函数 系 的 
=: У а + 

е, т, 


= s>0 hi, l| 1p? < |а 


зА, c 


m; j,k e,m; j,k 


la 


|x, ip 


进一步 ， 由 定理 6.2.1 可 得 
l|, ey <| >, > 
e,m,k ії, 


Boze Л%ГИНЛАЛЕНЛЖИК УИ 


2) s |z. C 2,0) k,=0. 
2 


5X, X, C X RER. ШАРЕ С> 0 


2 Calta] + +a. 


也 是 线性 无 关 的 . 


E{l, 2, n b 2—1, 2,--, т 


‚поп 
m,i; j,k 


=A, A 
> > Агт j Wa mis j,k © Yj - 
e,m,k 11, 


Leo, apy . РАНО, 10) = 851200,1), ВТ 


¥ < | 可 


BAZO, 183) ° 


1 


2 2 
поп c 
4, ат, J: ‚ ` 


e,m,i, j,k 


2 
[+E 
e,m,k 


| es Ej, me {1,2}, ke V}, k'e V, iz) 
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下 面 只 须 证 明 下 界 . So, = 127 q0, IP +h, ke (ZY, WW U о, (10,1). 
| kec Z» 


作为 例子 , We= (0,0,1) 和 m= о, 1,1), 
Voom: j,k Саз ity Sti ky Beh by? ore 2; j,k Co ig T Ci ety Mey by? Ša, BEA TOE 
Wms p En Sig bye, 0 0), 
р то O, Siig Sts hsp ya 0 
对 每 一 个 固定 的 ke (Z3》， 由 引 理 6.3.1 和 6.3.2 可 得 


2 
2 
> — с зА, c с A, c с АС 
N Ja а= | ñ d; m; j, Ve) m; js Hd m pira Pampi tdem perata am анан 
ds ds i= 
non А, non =A, non 
Hdi m ЕА ke, m, 1; j, 9225" т, |; ј, Ко рл т, H j ot Ld! е, н, и; J, ró, We, т, и j, ES 


поп >A, non 
Hdi muj ktt Dom its ааа) 
2 


+ > (4 nz Worms jt + Tem, is je mj dx 


ез#(0, 0, D, т 0,1,1), iig K 


> с йы +> 


2 


dE а +d 


e,m, j, ktt őz 


2 2 
non non non non 
+ am, Lj | Hd m, 1; j, К ДИ е, т, Ц; j, но + а анд | 
+ > 4 | gron 2 
a; m; j,k e,m,i; j,k . 
e(0, 0,1), m#(2, 1, D, Æi, k 


最 后 ,可 得 
‚2 
(хы У > G к=, > 


поп 
e,m,i; j, | + 之 


вз } 


| _ 3 . 
推论 6. 3.1 函数 系 fa* Worn: Ü e€ Ey тє (1, 27, ke V; | жр span 2%; ec 
me {1,2}, ке У! | 中 的 Riesz 基 ， 日 Riesz 界 不 依赖 于 j. 
证 明 VERE) O= È de ЕТ > È dem Von a € WA A curl(grad f)=0 . 


A, ORAM AM а» 0, PUA BO. 
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Жак 方 体 上 的 各 向 异性 无 旋 度 小 波 


本 章 主要 利用 7.1 节 中 选择 的 区 间 小 波 构 造 单位 方 体 [0,1 二 上 的 各 向 异性 无 旋 度 小 波 . 


81 [0, 1] 上 的 各 向 异性 无 旋 度 小 波 


令 吕 二:[0, 证 .进一步 , 定义 边界 
r= Ú [0, 11”? x410 x[0, 1р", P 10, П x {1 [0,18 
m=1,m=k 
和 函数 空间 
s hs =1 
mosti ONH, уа), 521, 
| (G), Hy »@)),, se [0,1]. 
АЖИ, Г,=[0,1]х {0} <[0, 1]U[0, 1]X<[0, 1]х {0}, 
r,= {0} X[0, 1] X[0, 11010, 1] <[0, 1] x {0}, 
T,= {0} X[0, 1] x [0, 1] U[0, 1] x {0} x [0, 1]. 
P= (0 X[0, 1] <[0, 1], ,=[0, 1]X {1} [0,1], Ž,=[0, 1] x [0, 11x {1}. 


引 理 8.1.1 (1) 下 列 刻 画 成 立 : 
Hir, DSH OL @D ПР BNL YP ILP EH jo, 


Hir, D=N DP OL NP OH OLP Г? OL @ Hin, 

Hirn GD = Hu IP OPNP OHD NT OL @H’, 

Н ©) = у® 17 РПІ? SH @ FP @ P ӘН", 

Hor, DSE OL @ P 1 OM @ P P OL @ H°, 

# DSF OP OLN LOH NL OL Hip. 
(2) KHO<s<y, 0S5<7—, Be 


[dinars iy, Фр у= (А, Ap Ape Ñ= o>}, 
Е Oy, р h, А AE V= w»), 


енын; yt By A= CAs Ay ADE sc 中 


O= gee ДТЕВИЯПХЕНЛАИ YY 55 
fas +4 2, BF, DA= As Ap 408 YS А 
анна QV, DFAE, Ay ADE V = wy, 


fas +4#+4®у 2р7 OW, OW, =Q, dy Ape V= А 
ЭЛЙ Но. (5) (k—1, 2, 3) 和 H pOH, 2, 3) 的 Riesz Ж. 4 s=3=0 时 , 对 应 函数 族 


是 双 正 交 的 . 
WAV, 定义 向 量 小 波 
P=: W, OVE ®у ó, и =з Әу, OVO, уз =V, DVn у.б: 
WP, OV, ўд. Vs OV, 9010, P=, 80), Ost. 
则 有 下 列 结论 . 
命题 8. 1.1 W 0<s<y, 0<5<7—1, BGK 


ананан) ay k=l, 2,3, дє 中 fas 十 4 十 4 20|, 2, 3, де 中 


DANAE Hin GO ху, XAG, Яй Hy, = x Hy, ори HY T (2) 的 Riesz Ж. 当 * 一 和 一 0 时 ， 


HEEJ ВА ROR EUER I. 
下 面 作 正 交 基 变换 . 4 笃 是 一 个 正 交 和 矩阵, 它 的 第 一 行为 
1 
А=:—-———————=0ОИ , 9/41, 241) = (а, a, а) =:а". (8-1) 
! \/ 44ltgleal ql ( 2 ) ! 2 3 
一 个 简单 的 例子 是 
a, Oy a, 
a, 1— 23 QQ 
A=: 1-0, 1—0, |, (8-2) 
о» — a0, 1 “з 
1—@, 1— о 
是 著名 的 Householder 变换 
ру yo т 
s= C- а). (а а) . 
(@—е) (a—e) 
定义 
R) 02) (oP) (a 
„2 .A y? 和 wy _. 42 g? | 
>) Wwe} (Р) lw 


Ф 


86 eT ХКЕН ИНЕШ с... 


vay Pleat, 2, 3 260) 和 P= WP hkl, 2, 3, Ae Ў}. 


利用 开交 变 换 的 性 质 可 得 如 下 命题 . 
命题 8.1.2 设 0<s<y, 0<5< 7-1, 80 


[re i, 2,3, Ae 9) 


fa +4144") ре, 2, 3, Ae ol 


By HARE BR Н, |, а) хн. (СОХ r, AIAG, р G) X Ho, +, (00 X Но p, ©) 的 Riesz Ж. “4 s=š=0 


时 ,对 应 的 函数 族 是 双 正 交 的 . 
令 T 二 :TUT, ОГ, 和 了 二 :90\T, 定义 函数 空间 


H(curl; п) =: [а є (apy сиў є Po}, 


H, r (curl; D= {ie Hurl; z) | EARTE g x A= } А 
Ho, r Ccurl0 ;D) = {i € Ho rCcurl; сошій=0). 
Жіп 8.1.1 яхя=0 ЕГ ERIH НАУ 24 и, =0#ЕГ, (к=, 2, 3) 上 成 立 .特别 地 ,有 
Ні бх Ні х H) pO ={йє НГ аяб). 


为 了 后 面 使 用 , 定义 


з Oy, Oy, $, k=l, Wi, OW, D Pa д» k=l, 
OPH, OVE @w, dy, К=2, P=, OW), QWs, ó, k=2, 
у, OW, DWI dy, k=3; б Әр, QW, бу, k=3. 


引 理 8.1.2 Y C Ho pleur; о). 而且 


= L, 


0, 
curl у= СА 21-4, 2%) apt (4 2|— Ao 2%) oy + (A, 21-4 2%) ор, 2, 
(Aa lA, 211) с (A 2 — A 2 PH (A, 241-4, 21) с, 3. 
Ва, Ь, с 是 方程 
-bl +e l=,, 
а2®Ї—е2!= А„, (8-3) 


b2lil—a2ll— A, 
的 解 ， 则 对 任意 的 ze Ho rCcurl; 0), A 
(ü, WO), „= (сш, ad +66? + ca) 


POX’ 


类 似 地 ， 如 果 a, b,c 是 方程 
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-pl +e, 
a2*|—c24l=4,,, (8-4) 
p2tl_g2l=4,, 


И, WA 
= (3) li >) L Yon Di ng x 
(i, Wi ) К =(сш и, ао, Oo) co ) 


Poy" 
证 明 ”由 于 T |де у} © Hui Ds iy? є H, rkcurl; п). AIE, c H, (curl; 0). Ж 
一 步 , 根据 旋 度 算 子 的 定义 可 得 


curly; 
— — llo D 240 3) 


02| о?—2%\у D, 


curly; 


curl y=2lo 292006 (2). 


注意 到 сш ®=ўу` АД, curly. A=: aaa, A? 的 定义 得 
m=1 
curl у= ` Ql curl ү Фр curly + ol curl yD 


= 02! о?—2^! о?) 十 2lzl( —2\5| g+ о? +2110] CD 一 2H| o) | 
curl yP=A,, 2416-2410) +4, 21% 0241059) + А„О a Ila) 
= (4,261 Ay 241) 0% +64, 24-494) P+ CA, 24K 4,21%) с? 


类 似 可 得 
curl y= (A, 2l —А„ 2%!) e+ СА,2#1—А„, 2%!) о? + СА„2!— 4,21) о 
因为 Xe H, „Сошї; o), 利用 注 记 8.1.1 中 的 边界 条 件 和 分 部 积分 可 得 


(curli, adt bE? +69), =(d, curl (ad? + bd? + сё) 
进一步 ， 可 见 


Poy Poy 


аў, OY, OY, 
curlKa6 + 602-6) 一 curl| by, 90, BOF, 
ор, OY, Oi, 
(e252) ў, BY Әр, 
=| (4291—21); OY, @W;, 
hla р, ў: 9, 
— =A, WP tA, WTA WS ~ (3) wo. 
БШ, (g, WP), p= (curl, ad? + bg? Асб), „. BJE RERA. 
注 记 8.1.2 (1) 矩阵 4 的 正 交 性 可 以 保证 式 (8-3) FSR (8-4) 的 解 的 存在 性 . 
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(2) ШЖ A 是 式 (8-2) 中 的 Householder 变换 ， 则 
А» 21 —A, „25!=- АА, 4, „211—4, l=- АА, А 241—4, els AA... 


因此 , 在 这 种 特殊 情况 下 ,有 
curly ”=-А (A, GA, GOTA, 09), 


сип ?=А (A, oP +A, о ?-ЕА„т?). 
定理 8.1.1 HZR У у, OYE Ў} Ж Hy Ccurl0; o) 的 Riesz 基 . 


证 明 由 命题 8.1.2,{w*|k=1, 2, 3, Ae V) E PG 的 Riesz 基 , 3AA LP lI, 2, 
3, Ae Ў } Abt, Vi € H, -Courld; о) с А) AME -的 展开 | 


а= у Seye, 


ДЄЎ k=l 
3 2  、 _ -= 
Tü R. ë|... = yk el .注意 到 curli 二 0 ， 由 引 理 8.1.2 可 知 
Mev k=l 
c= 00 а р 
=(i, WP) „=0, k=2, 3. 
进步, Неш =0 АЈА, Р д H, 《curl0; п) BJ Riesz Ж. 


注 记 8.1.3 各 向 异性 无 旋 度 小 波 变换 与 标准 的 各 向 异性 小 波 变换 相关 ， 从 而 具有 快速 
算法 . 事实 上 ， HA {иу k=, 2, 3, Ає V] ELOY 的 Riesz Ж, TAK {yP lk=2, 3, Ae 引 看 


作 无 旋 度 基 {veh e Ӯ} 的 补 函 数 . + Н) =: span |; k=2, 3, Ae Ў}, 则 
Т@аў=Н„у\сш10; о) +H*@). 


SHEEN є 1206), AME 
i=> ат ү? 十 》 Са у (2) +d* 2 y? ) 
Дєў AeV 


(1) 
Wa 


=Y (qm ， r has аў?) ү? 
4eV 


(3) 
Wi 


— curl Xl ок,у 44] ‚2 
AEV (3) 


Wi 
WR a= У Са, у, (1) +d; W D +d; у? ), 则 


АєЎ 
Са, d®', аў?) A*=(d,, d,, а). 
Hy A? 的 正 交 性 , 可 得 
аг? а! а! 
а |049 | d? |=А4? | d? 
d$? d? d? 
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定理 8. 1.2 mRy>1, We BK 


curl—. 


1 (D v 
V" =: —————=——hq | Ae V 
" m É | 
是 万 ,rcurl0; п) N HOY 的 Riesz Ж. 
证 明 iie H, rCcurl0; DN AO”, HEP 8.1.1 可 得 


йє R. p G) X H, r, (0) X Н r, (2) © М r, © X Ho, r, G) XH r, (0). 
由 命题 8.1. > (анау ay? |р, 2, 3, Ae ая r, @ XA}, r, (2) XH LD 


的 Riesz 基 ,， 所 以 有 展开 


3 

=у Y cP 

u— c =, 
Be 4214-41244) 1 


而 有 Ja =; ¿e OP хш, KIE H O ?的 意义 下 ， 


V k=1 


因为 сиш=б, Br D) cS°=0, k=2, 3. 最 后 ， 


1 

= O а) 

ï=) С 一 一 一 一 一 一 一 一 
£ Ганаа Ma 


TH [н КОЧ => of ` 结论 得 证 . 


8.2 Helmholtz 分 解 


本 节 给 出 无 旋 度 空间 的 正 交 补 空间 . $ 
A= Ù [0, "хур х0, 1р". 
=k 
引 理 8.2.1 дєн охи A GX Н; CO, MI 
0, k=l, 
(curlg, wi? К = (4, curly? ) cay , k=2, 
(4, curl ү? уды» А k=3. 


3 k=2 和 3 BJ, 有 
Y=curl (а6 Hbg +P) E curl (Hy, 0X Ay, i, X Н, л), 


其 中 , Ж a, Б, с (8-3) 和 式 (8-4) 的 解 . 

证 明 因为 ge Ho , (2) X Hi, 0 XH, (0), ТИХ Vx, у, zelo, 1, (х, 1, D= 
q (x, y, D=0, 4,0, y, 2) =q,(x, y, D=0, ql, y, 2) =q,(x, 1, 2) =0. 

令 ied OL 则 对 Vx, у, 2€[0, 1], A vC 0, =v,Cx, у, 0)=0, v,(0, y, z)=v,(x, y,0)= 


90 《无 散 度 和 无 旋 度 小 波及 其 应 用 
0, (0, y, 2) =v,(x, 0,2) =0. 分 部 积分 可 得 
(сип, ү ) 2c =(4, curl из lros: 
TERS) curly? =0, 第 一 个 结论 得 证 .进一步 容易 验证 
ad) +02 t eG, € Hy, a OX H, 5, DX Ho, 40), 
由 引 理 8.1.2 可 得 第 二 个 结论 . 
定理 8.2.1 ce PO 2, 3, де V) 在 | lro 的 意义 下 构成 空间 curlz 0X 
(Ap, 5,6 X Ho, 4,0 的 Riesz Ж. 
证 明 对 Viecurl(Ho Хх Н, (DX Hy, AG). FEGE Ho, +, 


使 得 元 一 curlze POY. AA 24 |к=1, 2, 3, дє 7 Æ POY 的 Riesz 基 , 所 以 有 唯一 的 展开 


(a) X H; mX Ho А0) 


3 
ï=} Уау, 
ДЄЎ k=l 
3 
Wi Hi. lle => Set .注意 到 
ДЄЎ k=l 
а= (8, ШУУ =(curlg, 4 aoa =0, 

由 引 理 8.2.1 可 得 结论 . 
注 记 8.2.1 МУҢ К<, 2,3, Ae V) ALO MY Riesz 基 , 可 以 将 人 yhe 引 看 作 


{y=2, 3, Ae Ӯ} 的 补 函数 . 令 Н*а) = ѕрап | Me Ў} ‚ Ж 


POY=H* 0) + curl Ay, OX Н, (a) X Н, , (2). 


对 任意 的 ze POY, A 
i= > аф + > (div. YO+ di 2175) 


дє дєў 
ўа 
=> Са? А div di?) pP 
AEV gP 
Р 
=> (d? ， dw А а%2) д? р 
Aey > 


WR I= У саана), 则 
ДЄЎ 
(di ‚а “1, dl )A*=(d), dj, d3). 
进一步 ， 由 矩阵 А* 的 正 交 性 可 得 
d? а! а! 
а =(A2 | d? |=A*| d? 
аг? a) (a 


ee ЛЁЇШЙНАЯПХИЕИ ЗУ? 91 . 


下 列 结论 是 著名 的 Helmholtz 分 解 . 

定理 8.2.2 (=H, (cun0; DO? curl(H, ,GDX H) з (0X My, AD). 

HERA HF A, (Ccurl0; п) 是 DP 的 - -个 团子 空间 ， 故 

Poy=H, r(curl0; o) Ф H, Cecurl0; п)”. 
利用 空间 已 ,curl0; o) ЖП curl 7; 0X Ho а) X Н, G) 中 基 的 特点 以 及 双 正 交 性 , 可 得 
curl CH3, 40X H, 0X H, 4) C Ho, rCcurl0; ot. 

另 - 方面 , AAY Æ PO 的 Riesz 基 ， 所 以 对 任意 的 ze Н, Ccurl0; z)” CLO), 存在 

唯一 的 展开 


3 
i=} Уау. 


Aev k=l 
ERA ү ЄР “cHo Сеші0; o), WJ = (а, vy?) =0. AA P= е2, 3, Ae Ў) 
fi curl(H! ;XH! ,DX . (cD) Riesz 基 , 所 以 
0, Ay 0, À> 0, Аз 


Ho, (Ccurl0; r)” c eurl, OX H, DX Но, 3 (00). 


H, rCcurl0; o) = curl CH, 0X Н, лб) Х Ho 40), 
结论 得 证 . 
注 记 8.2.2 Wiecurl(H, , (XH, , (02X<H, 0) , MJ divg—0. FE, 定义 Hi(Cdiv0; 吕 ) 
={йє H(div; n) : div й=0, ETL a-A=0}, W 


сїн a DX Ho, a DX H, „з= Н, div0; п)). 


Ag 


进一步 , 可 得 O= H, Courld; n) ёе? Н, Kdiv0; o). 


注 记 8.2.3 ШЖ, и, PPR, 3; Xe VREO 的 Riesz Ж. Rit, 00,029] 
k=2, 3; де V} 一 般 不 是 它 的 对 侦 . 事实 上 , 尽管 当 k=2,3 时 , AV yP L wh? ТЕВЕ A 的 正 
жи Р Lyf, деў, (Av? Ly’, AA meV ЛУ. BE, 期望 得 到 一 个 计 
算 Helmholtz 分 解 的 有 效 算法 . 

下 面 , 借鉴 参考 文献 [99] 的 思路 给 出 一 个 算法 . 

因为 P= H, ,Ccurld; п) Ф ёе? H, Kdiv0; с), БТ 


й=Ой-ЕРй=:й ый. 
算法 主要 基于 下 列 两 个 非 正 交 分 解 : 
POY=H,, ((curl0; о) БН“) 和 POSHO) +H, 式 div0; п). 


Е Ми йе PO, 将 它 分 解 为 


ЖАТАТ Н ОШ ЖОО 
й= О „ï+ Pä Жйй=О,И-ЕР„,й, 


注 记 8.1.3 和 注 记 8.2.1 表明 上 面 两 个 分 解 具有 快速 算法 . 
算法 的 具体 步骤 为 : Susi. 


step 0: 


下 面 的 步骤 类 似 定义 , 可 得 这 Q Ru. WH, 
BP =i "+ Oo PTP, Pail? =i й? FG, р20. 


ue 


P . А 
BJA, ia + G Е.К, 3 p> B, | 


i=0 


, 70, ЖШ 


Po 
= — >p =- — >p 
U ourl > Ис» Иа > Hai: 

p=0 p=0 


将 上 面 的 算法 应 用 到 CO 中 的 三 维 向 量 场 
-sin (27) cos (2ту) cos (2т2 +sin rð cos (2пу) 一 Sin nry cos (212 
йбх, y, 2) =| -cos (27 sin (27) соз (272 十 sin (2ry) cos (272) —cos (2л sin (2лу) |. 
—cos (2л9 cos (2лу) sin nz) +cos (2л sin (2л2 —cos (2лу) sin nz) 
在 323 个 格 点 进行 离散 化 , ЗЕН Ф, VAD, АЎ, 为 参考 文献 [118] 中 的 区 间 小 波 (4==2, 2—4). 
图 8-1 ih fa? |, 3384038 p 的 关系 . 


10" 
10° 
Е 10° 
105 
107 
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 
iteration number 


图 8-1 迭代 数 与 误差 的 关系 
83 算 子 表示 
最 后 , 给 出 curl 和 div 算 子 在 小 波 坐 标 下 的 表示 以 及 对 应 的 范 数 刻画 . 
定理 8.3.1 TEH, Kdiv 口 一 位 e Ну; 器 | 在 边界 六 Fz.j=0} E, 有 
div g= ii, y? , , div y | 
Vu xG à ) з div; 


тнк а Dara ур 
lev 


) Peo? 


ttn. 80H Jj AK TA BB RY XAWRED 3 
证 明 de H, (div; о), MJ div ze PO). SERIA 9р; OW, A=, +, Ade Ў) 是 
Po) 中 的 Riesz ЖЕ, хув Пиз, Dy 8y; = (A, А, А)є Ў}, 所 以 存在 唯一 的 展开 


div i=) (div ii, vi Ow% 93) 


2 
jew І (0) 


р, OW, OW, (8-5) 


而 且 ， 


2 
амар, = (Фей, из вид өмд), -注意 到 


G-A#=0 7ET ER © 二 0 在 了 (k=1, 2,3) ERY. 


分 部 积分 可 得 
(буй, vz Oy} 9р) =-(й, gradyt @VL OVE) а. (8-6) 
进一步 ,可 知 
ay, wi Oy 
grady} Oy}, ®уд=| ly; Oy, OV 
aly 9р1 Oy, 
=M: yL +y y 
一 一 = (8-7) 
=y phl 45 
而 且 , 有 
divy m= | giv (2 +2 ©) 2 Jo) 
4114-41 gll _ 一 al 
27, OW, @W, 
1 一 一 
у 27; OF, OW 
дА 414-46 , Va OW, SW a 
2 90, OV, (8-8) 


=- 4 +4 + 4 өр; OW. 


将 式 (8-6) 至 式 (8-8) 代入 式 (8-5) 可 得 结论 . 
定理 8.3.2 ФЕН, (еш; о) Е, 有 


3 
— > QD W 
ошї У, y (a, WV; ЖИ? , 


Деу k=2 
_ hd ‚ИЗ ху 
їй Н. РЕ = аа + эу (EWP ho | 
AEV k=2 
证 明 令 
0 з P 
4 
z=|-2 o 2#ї|=-(7/, 

2 gil 0 


ЖАГТТГТТЕҮГГТТГ 


则 有 
y? g? g? g? 
curl) y? =7,| о? | ЯП сип gP =-Z, g? 
y? o® в® 9 
对 XeV, 令 
oP о? EL g? 
о? А02 |,| г? А ё® 
o® o® g? 69 
可 得 
y? o® g? р® 
curl ү? =A Z, AAT o? , curl EP =- 42,0497 g? 
ү P о? ё? ge 
任意 满足 条 件 〈8-1) 的 正 交 矩阵 可 以 写成 形式 
1 0 0 
4 一 4 
A= 0 Q А, , 
0 
其 中 CsR ”是 正 交 矩阵 ， 4 是 式 〈8-2) 中 的 Householder 变换 .直接 计算 可 得 
0 0 0 
-A‘Z(A")'= дА 41.4 0 д 
0 


=> (П) 
(i, Va zo 


- =) 
(i, curls?) ay ооо 
_ ~ 4 _ 
( ‚ curl EP) a 441-414-411 9 д (i, PP) aos | 
_ ~ 0 m x 
( , сш1б?) a us P hzo 
wae H, rCcurl; o), BüJcurl e .因此 ， 
3 
curli= У, у, (сш ‚ oe lze о? 
AEV k=1 
А 500 О) 
=5 X (g, сш" ) К (8-9) 


м 
M 

<l 
>= 
i 


I 
M 
M- 
— 
> 
° 
5, 
а 
мй 
9 


> 
т 
< 
э- 
lI 
N 
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ii, curl” А ii, g? 
ч И _.| galgal. Â ý аы , 
(i, curló; аз (i, Wa zo 
则 
3 
[ошй |, з = У (g, сї), з 
3 2 
=P ata (а, Р). 
дєў k=2 


оши Гы А02 
| :|=-V4PI+42 4.0 | 
А A 


最 后 ,可 得 


3 
=> (a, g? ) es curly, (8-10) 


最 后 的 等 式 是 因为 O 是 反对 称 的 , H-OTO'=1. Ж (8-10) RAR (8-9) 得 证 . 


жон 具有 边界 条 件 的 各 问 
异性 无 旋 度 小 波 


第 7 章 和 第 8 章 中 的 无 旋 度 小 波 只 满足 片 边界 条 件 ， 本 章 介绍 具有 切 向 边界 的 各 向 异性 天 
ЖЕЛИ. 
91 ft B Ë F B 


令 1= (0,0. X|n=2,3, 首先 定义 下 列 函 数 空间 
сш1й є 12012) 或 pa ， 


H(curl; I?) =: fä e RU” 


ZJ LU Eä X ñ=0 BR 0), 


HoCcurl; 1")=:{ie H(curl; I”) 


curli 二 0 或 0). 


ACI") =: H (curl0; Г) = а є H (curl; T”) 
分 部 积分 可 得 
HOP) Loo?) 和 AC?) 1 curl’. 

Ф = PO) 2% {ue p | fiu (x) d 一 中 进 - - 步 ， 定 义 


一 


POPY=:P° @ P x D OL", 
DT=: 2° @ [72 @ 12 х1? 912° @2хР BL @ °°, 
Н") =: HUI) YO Q-Q, n=, 2. 
当 n 二 3 时 , 定义 
B:(P5 =: HINNE BL 9 12), 
В) =: H'D 0129 912 9 12:9), 
Й) =: HONE BL @ 12). 
最 后 ， 5 AI) =: HON EO, n=2,3. 
下 列 假设 将 在 第 三 部 分 证 明 . 
假设 ! tE DC" PRIER Riesz y= VO PO AM POR FO | ую (小 波 类 
AD 使 得 YY) CHU) (n=2, 3), FO, Cour) RPO, c curl AI) X ЯК?) Х ACPD). 


curl comp 
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命题 9.1.1 YO FO FO 分别 为 空间 AC”) (n=2, 3), curl?) Al curl (AU?) x 


curl > Foomp TH f comp 
FCP) x HCP) ) 的 Riesz 基 . 
证 明 we AC”) (n=2,3), W 
AC?) 1 curl), ACP?) 1 сш) х ЙК) X AY) ) 
进一步 ， 可 得 
а=(а,#“?\ Y= (u, Fo Cn) 


Rory" curl ) ry curl > 


ALM ame 一 | (i, ym а l- ВОЗР AC") Си==2, 3) 的 Riesz 基 . 


curl curl 
最 后 , 利用 curi 和 curl 的 定义 容易 验证 
iA UD c POS, cul UX MUX A) с РО??, 
剩余 的 结论 类 似 可 证 ， 
命题 9. 1.2 ”下 列 分 解 成 立 : 
121252 ЙІ?) Ф an, 2PY=AC) © curl) х HAG) X ЙЧ?) ). 
ШЕВА ”只 证 明 n=3 的 情形 , 另 一 种 情形 类 似 可 证 .因为 对 任意 的 jie AU, 
(по) aap PEF (Py) sons POSES Poy: 
所 以 所 T+ с си A) х AIC) X ЙК). Be 方面 , AA AC) L curl A) ÂX 
BAG), MAar ACP) х AW) х AP) CACY. Ak, 
PPPA Ф сїй ух GU XCD). 
下 面 考虑 PUY 的 正 交 分 解 . 为 此 , SPH @A . 则 有 正 交 分 解 
P®P=P° ®1?2 SAOL, L ®P=P QD ® 2. QA; 
1? ® Т? ® 12=17° 9L OP GASLOL; 
ГР ® 12 ® 1?=1Ў ® 17° eren ngoan; 
1? ® 1? ® Т?=1? ег әФГӘІГ ӘЛ. 


进一步 , 可 得 


—a A 2 0 
12012)2= 12012)? el Jel: A) (9-1) 
A@ OL 0 0 
12(13)3=12(13)3 © 0 @|PG@A®L |© 0 | (9—2) 
0 0 PQPEQA 


A fir 9.1.2, 可知 
РЎ ЙА?) © owl, 
POY= AC) Ф curl ACP) х AAC) x BMC), 


mH., 


2 0 __, 
AOL 1, C curl7'(2) , 
0 D Q&A 


A@ & P 0 0 
0 | 性 @Ag@ |, 0 C curl HPY. 
0 0 PPeP QA 


最 后 ,可 得 
PWPY=ACY Ocul) 和 PCO23=g(D)D@ curl. 


无 散 度 和 无 旋 度 小 滤 及 其 应 用 .ee 


下 面 构造 空间 M7D (n=2, 3), curl 和 curlBi73) 的 Riesz 基 ， 当 n==2 В, EMRE 


E? Еб); POD) > PU), ED, : LAID > PCD 38 
СЕ У) (x, x) =Kx,) ё, (СЕС? (x,, x,) =v(x. ё. 
2 
(Е(0,Ӯ) (x, XX) =D) v(x, ,x,) ё, 
i=l 
类 似 地 ， 当 n=3 时 , ENER, Ер), Eg PO > POY, Е, |: POY > POP 为 
(ЕУ =ux,) Ux) ё, (Еу) =x) v(x;) ё,, СЕЗУ) =убх) vx) ё. 
3 
(ЕФ, 3) (x Xp 5X3) =) VAX, Xp 5X5) ё. 
=] 


GR, Ey =LEp oy =I. WH, 像 满足 


ЕЁ у= СЛ 9 12, 0)", mE =0, P ® A); 


ImEiy=(A@ P 912, 0, 0)", Img®= (0, ӘЛ @ 17,07 ‚шЕ = СО, 0, P ® P ® ЛУТ. 


进一步 , 利用 式 (9-1) MA (9-2) 可 得 
ІС?) =? Ф IMEG © а, 


2¢ y353— (3) (3) (3) (3) 
L(PY=ImEt) © Е) © mE) © mE» ; . 


AIM CE Talh CAD, Тт СЕР» неру) CcuriH' (Q) 和 Im СЕ (0533,3) CAD), 
(3) 17 733 ava y 2 1J2N2 (2 
Im CE aalan oxa oxar) © CULT PYRY, ИЙ PC Im (E i2 paa ® 


(2) (2) (2) 2¢ 733 (3) (3) 
I Ea л? OMEN ӨЕ), POPPY та СЕ, J| a ӨТСЕ | amañan?) © 


(3) (3) (3) 
ШЕ OIME 3 Ф. 


利用 命题 9.1.1 可 得 如 下 定理 . 


定理 9.1.1 车 假设 I 成 立 ， 则 函数 族 炙 ,一 :YCn=2,3) 是 HU") (n=2,3) 的 Riesz 


基 А р) UE? yD UERPO 和 yo UE? pD UERPO ЦЕФР 分 别 为 curlH (7?) 和 


comp comp 


curl'( °) 的 Riesz 基 . 
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注 记 9.1.1 事实 上 , 34 0=2,3 时 , AASHU o=: = Ae V) 的 具体 定义 
在 第 三 部 分 . 
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对 一 2, 3 和 me м, 定义 下 列 Sobolev 空 间 
йр =: [ае HUY ET Ей x й=0 R б |, 
VO") =: AU) HU"): 
假设 11 BATF HAZOR P” ТЕ Н”СТ"У 规范 化 下 构成 空间 
AMAR n ETY 


的 Riesz 基 . 
基于 上 述 假设 可 得 如 下 定理 . 
定理 9. 2.1 在 假设 [和 假设 II 下 ,函数 族 到 = Pa FER" 规范 化 下 构成 立 1”) 的 
Riesz 基 . 
证 明 YAH =A) =H NLU, RAIES Te PO, Hae AI. 由 
假设 I ZEA" UY FA 
й=(й, 万 四 Jar РАС) | 


进一步 , 因为 ze HU"), PRUE" FA 


2 2 
HEll aay = > IE P) И [нонун 
ge tm 
(m) n) 
u= (i, ¥ сай дну Pout > 


a2 = > 2 
ШЇ Н.Ш мун = >Ə (a, ў) гу j pe [ис ` 
фео) 


93 ”小波 的 构造 


本 部 分 给 出 满足 假设 I 和 II 的 小 波 构 造 方法 . 
引 理 9. 3.1 设 函 数 族 ={yi|4eV р, Me у 12900) 中 双 正 交 . 另外 ,对 其 


个 m<y<deN 和 2<7<deN， 
[иу < 27 14а ue HAD), 


mn 
vespan цу д HIS} 


ауа <2 141, Gue АЭ), 
HD 


sespanl ISO 
*Fs< y, fEspan[y; lX] < Е, |. 
Я{5<Ў, 在 span [{ў, |4 = 4} 


<26 |. 


H°(D < 2, 


` laso <2° | ` lz» 


100 Ф адан 


定义 函数 族 у= Ms vl =, Mev [РД 
w=: M ya ду 和 yi =:-2 h. 


则 
2y ae v| SEA (DEN  В.1ев>® ҖЕ, se [0, у), 


{2 hy, Le у ЙС Е iesz 3K, se [0, Ӯ), 
{28 yi Ae V| СГ Riesz Ж, se [0, у-Н1), 


{2ч Ae Vj 是 H*(D 的 Riesz 基 , se [0, ў—1, 
[2201), нъ], вє[0,1} _ 

52 TWH, YMP 是 双 正 交 的 . 
HDNHIOD, 821. 


下 列 结果 的 证 明 类 似 于 参考 文献 [2] 中 的 推论 3.7. 
推论 9. 3.1 XF0< <y#l0< 5<7—1, 函数 族 


这 里 ， inn] 


S 4 Е Ф. -® @ ---@ :4= (4 ADE V (V) 
ў | л ` Wi, Wa . Д9 > 
i=1 


„үз _ 
($e) J, @-- OY, OY, AHA, ADE VV" 
=] 


分 别 为 
1 第 K 项 
Нг ®..-® 17 9128912 e... P n 
“Г” ЖЖ ЕЛИ P ®... ®@ P e Й* e ®...® p n 
POL 9...91 OL OL OH 
和 


{ BIH 
H'@P®-..@7@P° EP 99...91 


THEKE- OLORO- -QLN 


P enr ®..-®1? OL’ OL ®...® Н?°, 
的 Riesz 基 ， 当 s==5=0 时 , 对 应 函数 族 在 了 了 ®..-® 12 OL @ PP @...@ P PREX. 
W 48 V, 定义 向 量 小 波 
PENR OW, 9.070, ууй, OOH, © OB. 


л, к 


ome COR 具有 边界 条 件 的 各 向 异性 无 旋 度 小 波 


利用 推论 9.3.1 和 AC") 的 定义 可 得 
命题 9. 3.1 XFO <s << #<7—1, 函数 族 


п | 3 
PZ уз 
i=l 


1<k<nAev 


1<&<л, 467} 和 ($a) А 
i=1 


GY, HUM, , se [0,1} 
分 别 是 向 量 空间 ”和 PU" NH O 的 Riesz 基 ， 当 s=8=0 时 ， 
H'D QH: 821 
XJ PR ЖЕЛЕ ZC)" 中 的 双 正 交 Riesz 基 . 
上 下面 作 基 变 换 ,  А* 是 式 (8-1) PRE RRB. 定义 
(и) ~n (п 
yi Wi) (wn ЭЖ 
=A 1 || : |=: A 


(п) (п) п) Сп) 
Wan Von Wa, n Wan 


> 


1<k<nAed) 和 PPS wT, 


1<k<n, ed). 


(mM. (п) 
Y = {yi 


利用 正 交 变换 的 性 质 可 得 下 列 结论 . 
命题 9. 3. 2 WO<s<yMO<5<7—-l, РАК 
($e) ; з, 
i=1 


1<k<ndeVv} 和 (>) 7 «кп, деў 
i=l 


217", AT], », se [0,1 
间 和 ETY AH UHK Riesz HE. 特别 地 ， 当 
BANH CY, 821 
s=3=0 MN, MAGE AP 是 POY" 的 双 正 交 Riesz 基 . 
下 面 主 要 考虑 4 二 2 和 n= 二 3 的 情形 . 
定理 9.3.1 Seay lac VMK =: ln 


Ht 


ЛЕ? 


2<k=<n,Àe V). 


curl 


(1) PE cÂ (n=2,3), Ё ссшіЙ 1?) RED c curl AIT х AA) X AAU?) ). 


curl comp comp 


1<k<n,AcV) Sash) APU = Ну СТ”) 站 EC7"7 的 Riesz 基 . 


„үз 
(2) (£) у, 

Е 
证 明 (1) 显然 , 41<К<п, y? e HyCcurl; 1"). Ast, 


WH art aye a yE Н.б сип 1"). 
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BE ЭР, curly?!=0, curlyw\=0. ДАТ, wO CAC") (n=2,3). ， 此 外 ， 


curl 


=-— g, @y,, E iR. 


(4 到 二 4) 
因此 , AGO cour). Жн, Жа, b,c 是 方程 


21—214, , 
-a2 +214, 
-62 4 a2 =4,,, 
的 解 ， 则 
Аў, QV, QW, 
ААА) Аы, OW, OW, 
As, ў: OW, 
ТАСТА 
=curl| by, 905 BY, |E curl ÂX ÂX AC)». 
4 А д 1 2 3 
сў А ey L OW, 
类 似 地 ， 如 果 a, b, < 是 方程 
p24l—eal=y, , 
-alel ; 
624+ a= 4,, , 


的 解 ， 则 
аў, Әр, OW, 
бз curl] bY, OW, DY, |е сш?) х BD) х BAC). 
ch DV, QW, 


КЊ, VO Cou HII) ADX ÂD). 


— 


1<k=<n,4€ 中 TU") 


п 2 
(2) AA y>m, 29.3.2 s=m, w (£) ү» 


= 
人 MH”7)" 的 Riesz 基 . 进一步 ， 容 易 验 证 


MOON Y= APT LOY HAD, 
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